INTRODUCCION A LA TEORIA
DE LA PROBABILIDAD, VOL. 1

Miguel Angel Garcia Alvarez






Un poco de historia

Le 29 juillet 1654
Monsieur,

L impatiente me prend aussi bien qu’a vous; et quoique je
sois encore au lit, je ne puis m’empécher de vous dire que
je regus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre
lettre sur les partis, que j’admire si fort, que je ne puis
vous le dire. Je n’ai pas le loisir de m’etendre; mais en un
mot vous avez trouvé les deux partis des dés et des parties
dans la parfaite justesse; j’en suis tout satisfait; car je ne
dout plus maintenant que je suis dans la verité, aprés la
rencontre admirable ot je me trouve avec vous ... j’en ai
trouvé un abrégé, et proprement une autre méthode bien
plus courte et plus nette, que je voudrais pouvoir vous
dire ici en peu de mots; car je voudrais désormais vous
ouvrir mon coeur, s’il se pouvait, tant que j’ai de joie
de voir notre rencontre. Je vois bien que la verité est la
meéme o Toulouse et & Paris.

Carta de Pascal a Fermat

El surgimiento del Célculo de Probabilidades, como disciplina matematica indepen-
diente, tiene como base las soluciones que, durante el periodo que va del ano 1654
al 1657, dieron Blaise Pascal, Pierre de Fermat ([12]) y Christiaan Huygens ([14]) a
varios problemas, entre los cuales destacan los siguientes:

PROBLEMA 1. ;Cdémo deben repartirse las apuestas en un juego que se interrumpe?
Por ejemplo, suponiendo que dos jugadores, A y B, apuestan 32 pesos cada uno en un
juego que consiste de partidas consecutivas, en cada una de las cuales cada jugador
tiene la misma posibilidad de ganarla, de tal manera que quien gane una partida
acumula un punto y el juego es ganado por quien obtenga primero cuatro puntos,
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scomo deben de repartirse las apuestas en caso de que el juego se interrumpa cuando
el jugador A ha ganado dos puntos y B un punto?

PrROBLEMA 2. ;Cudntas veces se necesita lanzar un par de dados para que sea mds
favorable obtener por lo menos un par de seises que no obtenerlo?

PROBLEMA 3. Dos jugadores, Py Q, juegan a lanzar alternadamente un par de dados.
El juego comienza lanzando P el par de dados, con la condicion de que st obtiene una
suma igual a 6 gana el juego; en caso contrario el juego continia lanzando @ el par
de dados, con la condicion de que si obtiene una suma igual a 7 gana el juego; en caso
contrario el juego contintda lanzando P el par de dados bajo las condiciones iniciales.
¢ Cudles son las respectivas probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

PROBLEMA 4. Dos jugadores, A y B, los cuales poseen 12 fichas cada uno, juegan a
lanzar sucesivamente tres dados, estableciéndose que A dard una ficha a B cada vez
que se obtenga una suma igual a 11, mientras que B dard una ficha a A cada vez que
se obtenga una suma igual a 14. Si el ganador del juego es el primero que lleque a
poseer las 24 fichas, ;cudles son las respectivas probabilidades que cada jugador tiene
de ganar el juego?

Los problemas 1y 2 fueron planteados a Pascal en el afio 1654 por Antoine Gombaud
de Méré, conocido como el chevalier de Méré, quien era aficionado a los juegos de azar
y habfa logrado resolver el problema 2 pero no el 1. Pascal y Fermat encontraron
las soluciones correctas a los dos problemas, mismas que se dieron a conocer entre
ellos en una serie de cartas las cuales constituyen los tinicos documentos en los cuales
quedaron plasmados los métodos que utilizaron. Més tarde, Huygens, sin conocer los
métodos utilizados por Pascal y Fermat, encontré también las soluciones correctas a
ambos problemas y en el ano 1657 publicé sus soluciones en su libro “De ratiociniis
in Ludo Aleae” ([14]), siendo ésta la publicacién que se convirtié en la base para el
desarrollo posterior del Cédlculo de Probabilidades.

Sin embargo, no fueron Pascal, Fermat y Huygens los primeros en resolver de manera
correcta problemas de probabilidad. La historia del Célculo de Probabilidades se
remonta por lo menos al siglo X cuando se plantearon algunos problemas que més
tarde fueron la base para resolver problemas de probabilidad. En particular, en
esa época se planteé el problema de determinar cudantos resultados distintos pueden
obtenerse al lanzar n dados. La primera solucién correcta conocida de este problema
se encuentra en un poema titulado “De Vetula” y escrito por Richard de Fournival
(1200-1250). Ahf se afirma que 3 dados pueden caer en un total de 216 caminos.

La primera referencia conocida a una relacién entre las diferentes posibilidades de
ocurrencia de un evento y la frecuencia con que éste se observa, se encuentra en
los comentarios a una publicacién de “La Divina Comedia” que en el ano 1477 hizo
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Benvenuto d’Imola. Dice ahi: “Concerniente a estos lanzamientos (de dados) debe
observarse que los dados son cuadrados y cualquier cara puede caer, asf que un niimero
que pueda aparecer en mds caminos debe ocurrir més frecuentemente, como en el
siguiente ejemplo: con tres dados, tres es el mas pequeno nimero que puede obtenerse
y s6lo se obtiene con tres ases; cuatro puede obtenerse sélo en un camino, con un dos
y dos ases”.

En el libro titulado “Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioniti et Proportion-
alita”, escrito por Luca Paccioli en 1487 y publicado en 1494, se encuentra formulado
un problema similar al 1: Dos personas juegan de manera que se requiere un total
de 60 puntos para ganar, siendo el premio de 22 ducados. Por alguna circunstancia,
cuando uno tiene acumulados 50 puntos y el otro 30, no pueden continuar el juego.
. Qué parte del premio le corresponde a cada uno?. Paccioli consideraba, errénea-
mente, que la parte que corresponde a cada uno debe ser proporcional a los puntos
que lleva ganados; en este caso, la reparticién deberfa hacerse en la proporcién de

5 : 3, es decir, al que lleva 50 puntos le corresponderfan g y al otro g.

El primer estudio sistematico de problemas de probabilidad se debe a Girolamo Car-
dano, quien en el ano 1526 escribi6é un libro titulado “Liber de Ludo Aleae”, cuya
primera publicacién aparecié en el ano 1663 ([6]). En ese trabajo, Cardano realiz6
un estudio de problemas relacionados con lanzamientos de dados.

En su libro, establecié Cardano el nimero de posibilidades en el lanzamiento de 2 y
3 dados, obteniendo 36 y 216, respectivamente. Aunque en un lenguaje distinto al
que se usé mas tarde en el Célculo de Probabilidades, Cardano planteé y resolvié, a
la manera cldsica, problemas de probabilidad. Un ejemplo es el siguiente:

Considerando el lanzamiento de 2 dados, establecié que por lo menos un as se obtiene
de 11 maneras; lo mismo puede decirse de por lo menos un dos, y asf sucesivamente.
Agregaba que, sin embargo, un as o un dos no se obtiene de 22 maneras, pues hay
11 maneras en que se obtiene por lo menos un as y 9 méas en que se obtiene por lo
menos un dos, asf que en total son 20 maneras de obtener por lo menos un as o por
lo menos un dos. Continuaba diciendo que si se agrega ahora el 3, habrd 7 maneras
mas y asi sucesivamente; en el siguiente paso habra que sumar 5 maneras maés, luego
3 y por ultimo 1.

Decia entonces que si alguien dijera, quiero un as un dos o un tres, se sabe que hay
27 caminos favorables y como el circuito es de 36, los caminos en que no se obtiene
ninguno de estos niimeros son 9; las posibilidades son entonces de 3 a 1.

Con este razonamiento Cardano llegé de hecho a la llamada definicién clédsica de
probabilidad estableciendo las posibilidades de obtener un determinado resultado en
funcién del nimero de posibles maneras en que ese resultado puede obtenerse.
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Situdndonos nuevamente en la época de Pascal y Fermat, el problema 1 fue el pro-
blema que més interés provocé debido a que pocos lograron encontrar la solucién
correcta. La solucién de Fermat a este problema es la siguiente:

Al jugador P le faltan dos partidas para ganar y al jugador Q tres partidas, entonces,
a lo mds en 4 partidas adicionales se acaba el juego. Denotando por la letra a el que
P gane una partida y por la letra b el que gane Q, los posibles resultados de 4 partidas
son los siguientes:

(a,a,a,a),(a,a,a,b),(a,a,b,a),(a,b,a,a), (b a, aa),(a abb),(ab ab),(abb a),
(b7 a? a’ b)? (b7 a? b? a)? (b7 b7 a? a)? (a7 b7 b? b)7 <b7 a’ b7 b)7 (b7 b7 a? b)’ (b7 b? b’ a)? (b’ b7 b7 b)

en donde, por ejemplo, (b,b,a,b) significa que P gana sélo la tercera partida y Q las
otras 3.

De estos 16 posibles resultados, hay 11 que hacen ganar al jugador P, a saber,
(a,a,a,a), (a,a,a,b), (a,a,b,a), (a,b,a,a), (b,a,a,a), (a,a,b,b), (a,b,a,b), (a,b,b,a),
(b,a,a,b), (b,a,b,a), (bb,a,a). Los 5 restantes hacen ganar al jugador Q. Por lo tanto,
las apuestas se deben repartir en la proporcién 11 : 5.

Los métodos seguidos por Pascal y Huygens para resolver este problema son distintos
al de Fermat pero similares entre ellos. Su solucién es como sigue:

Supongamos que al jugador A le falta una partida para ganar y a B dos, entonces,
al jugar la siguiente partida hay dos posibilidades, la primera es que P la gane, en
cuyo caso gana el juego y por lo tanto toda la apuesta, la segunda es que Q la gane,
en cuyo caso P y Q quedan en igualdad de condiciones y debe entonces tocar a cada
uno la mitad de las apuestas, es decir 32. Entonces en un caso a P le tocan 64 y en
otro 32, asf que, cualquiera que sea el caso, P tiene asegurado 32 y los otros 32 de las
apuestas pueden corresponder a P o a (Q con un azar igual; por lo tanto, de esos 32,
la mitad debe ser para P y la otra para ). Es decir, cuando a P le falta un punto y
a Q dos, a P le corresponde 32 + 16 = 48 y a Q 16.

Supongamos ahora que a A le falta un punto y a B tres. En esta situacion, si se juega
la siguiente partida, P puede ganar toda apuesta o bien 48 por el primer caso. Por lo
tanto a P le corresponde 48 + 1(16) =56 y a Q 8.

Finalmente, supongamos que a P le faltan dos puntos y a Q tres. En esa situacién, si
se juega la siguiente partida, P puede quedar faltdndole un punto y tres a Q, en cuyo
caso le corresponde 56 por el segundo caso; o bien, si Q gana esa partida, quedan en
igualdad de circunstancias y toca a cada uno 32. Entonces P tiene asegurados 32 y
puede ganar 56 — 32 = 24 con un azar igual que Q; asi que entonces a P le corresponde
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32 + %(24) =44yaQ8+ %(24) = 20, es decir, la reparticién de las apuestas debe
ser de 11 : 5.

Aunque los resultados de Pascal, Fermat y Huygens permitieron el establecimiento
de reglas generales para resolver problemas de probabilidad y en ese sentido pueden
considerarse como el origen del Célculo de Probabilidades, la Teorfa de la Probabilidad
comenzdé a ganarse un lugar importante dentro de la Matematica a partir del libro de
Jacques Bernoulli, “Ars Conjectandi”, publicado en el ano 1713, ocho anos después
de su muerte ([3]).

Ademis de resolver con sus propios métodos los problemas ya resueltos por Pascal,
Fermat y Huygens, Bernoulli se planteé un problema de singular importancia, el cual
serfa la base para todo el desarrollo posterior de la teorfa. Escribié Bernoulli en su
libro: “parece que, para hacer una hipétesis correcta sobre un hecho cualquiera, sélo
es necesario calcular exactamente el nimero de casos posibles y, entonces, determinar
las veces que puede posiblemente ocurrir un caso mas que otro. Pero aqui, inmedia-
tamente, surge nuestra mayor dificultad, porque este procedimiento se puede aplicar
unicamente a muy pocos fenémenos; de hecho, casi exclusivamente a los relacionados
con los juegos de azar ... pero hay otro camino que nos conduce a lo que buscamos, y
nos permite, por lo menos, hallar a posteriori lo que no podemos determinar a priori,
o sea, averiguando a partir de los resultados observados en numerosos casos similares.
Ha de suponerse, a este respecto, que, bajo condiciones similares, la ocurrencia (o no
ocurrencia) de un suceso en el futuro seguird la misma pauta que se ha observado
para sucesos iguales en el pasado ... Lo que atin tiene que ser averiguado es si, cuando
se aumenta el nimero de observaciones, también se sigue aumentando la probabilidad
de que la proporcién registrada de casos favorables y desfavorables se aproxime a la
verdadera relacién ... Este es el problema que he decidido publicar aqui, después de
haber trabajado sobre él durante veinte anos”. El resultado al que hace referencia
Bernoulli en su libro es el ahora llamado teorema de Bernoulli (ver seccién 7.1).

Mis tarde, en el ano 1733 ([10]), siguiendo a Bernoulli, Abraham de Moivre demostraria
el ahora llamado teorema de de Moivre-Laplace (ver seccién 8.3). Ambos resultados
constituyeron los primeros teoremas limite de la Teorfa de la Probabilidad, cuyo es-
tudio se prolongé durante un periodo de mas de 200 anos, sentando asi las bases de
la Teorfa de la Probabilidad moderna.

Los teoremas limite fueron formulados y demostrados de manera general a princi-
pios del siglo X X, interviniendo en ese proceso, entre otros, Pierre Simon Laplace
([20], [21]), Siméon Denis Poisson ([29]), Pafnuty Lvovich Chebyshev ([7], [8], [9]),
Andrei Andreyevich Markov ([27]), Aleksandr Mikhailovich Lyapunov ([25], [26]),
Feélix Edouard Justin Emile Borel ([2]), Francesco Paolo Cantelli ([3], [4], [5]), J. W.
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Lindeberg ([24]), Paul Pierre Lévy ([22], [23]), Aleksandr Yakovlevich Khintchine
([15], [16]), Andrey Nikolaevich Kolmogorov ([17], [18]) y William Feller ([11]).

A principios del siglo XX la Teorfa de la Probabilidad gozaba ya de una gran popu-
laridad, sin embargo, sus fundamentos matemaéticos no eran satisfactorios. De hecho,
la probabilidad no era considerada como parte de la Matemadtica. Sus conceptos y
métodos eran especificos para las aplicaciones y no formaban parte de una estructura
abstracta general. La misma definiciéon de probabilidad, la cual estaba basada en el
concepto de equiprobabilidad, resultaba insatisfactoria pues no en todos los fenémenos
aleatorios resulta evidente qué resultados pueden considerarse como equiprobables.

Una buena referencia para conocer el estado de la Teorfa de la Probabilidad a prin-
cipios del siglo XX es el libro de Jules Henri Poincaré ([28]), cuya primera frase es
elocuente: “No se puede dar una definicién satisfactoria de la probabilidad”. Co-
menta mas adelante que “la definicién completa de la probabilidad es una especie
de peticién de principio: jcémo reconocer que todos los casos son igualmente proba-
bles? Aqui, una definicién matemaética no es posible; deberemos, en cada aplicacién,
hacer convenciones, decir que consideramos tal y tal caso como igualmente proba-
bles. Esas convenciones no son completamente arbitrarias, pero escapan al espiritu
del matematico, que no tendrd mas que examinarlas una vez que son admitidas. Asi,
todo problema de probabilidad ofrece dos periodos de estudio: el primero, metafisico,
por asi decirlo, el cual legitima tal o cual convencién; el segundo, matemético, que
aplica a esas convenciones las reglas del célculo”.

El estudio de la fundamentacién matematica de la Teorfa de la Probabilidad se realiz6
en los primeros 30 anos del siglo XX, hasta que, en el ano 1933, A. N. Kolmogorov
public6 un articulo ([19]) en el cual establecié la formulaciéon de la Teoria de la
Probabilidad que prevalece hasta nuestros dias.

El modelo que formulé Kolmogorov es axiomaético, lo cual se explica por el hecho de
que, a principios del siglo XX, el método axiomédtico habia ganado un gran prestigio,
luego de las aportaciones de Nikolai Ivanovich Lobachevskii, Hermann Minkowski y
otros matemdticos, las cuales mostraban que es posible definir geometrias no euclid-
eanas mediante diferentes sistemas axiomaéticos. Aportaciones como ésas, asi como la
biisqueda del rigor en la ciencia, habfan llevado a plantear la necesidad de la axiom-
atizacion para todas las ramas de la Matematica, asi como para aquellas ramas de la
Fisica en donde las Mateméticas juegan un papel preponderante ([13]).

La historia de la Teorfa de la Probabilidad no termina con su fundamentacién mate-
maética; ésta, que fue la conclusién de un proceso, se convirtié a su vez en punto de
partida para profundizar en temas estudiados con anterioridad y para el estudio de
nuevos sujetos de interés. Una vez formulado el modelo de Kolmogorov, la Teorfa de
la Probabilidad conté con una nueva herramienta que la harfa desarrollarse mucho
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mas: la Teoria de la Medida. En particular, la Teoria de los Procesos Estocdsticos se
convirtié en el centro de interés de los estudiosos de la Probabilidad, tema que hasta
la fecha continiia desarrolldndose.
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Parte 1

EL CALCULO DE PROBABILIDADES






CAPITULO 1

EL MODELO MATEMATICO

En medio de las causas variables y desconocidas que de-
signamos con el nombre de azar y que hacen incierta e
wrreqular la marcha de los acontecimientos, se ve sur-
gir, a medida que ellos se multiplican, una regularidad
asombrosa, que parece obedecer a un designio y que se
ha considerado como una prueba de la providencia. Pero
reflexionando sobre ella, se reconoce pronto que esta re-
gularidad no es mas que el desarrollo de las respectivas
posibilidades de los acontecimientos simples, los cuales
deben presentarse mds frecuentemente cuando mds pro-
bables son.

Pierre Simon Laplace

1.1. Experimentos aleatorios

El estudio de la naturaleza se realiza mediante la experimentacién, es decir, la ob-
servacion de sistemas que son brindados por la misma naturaleza o disenados espe-
cialmente para el estudio de determinadas propiedades del sujeto de interés. Por
ejemplo, en Fisica, se estudian las leyes del movimiento de los cuerpos basdndose ya
sea en la observacién del movimiento de cuerpos que ofrece la misma naturaleza, como
pueden ser los planetas de nuestro sistema solar, o bien disenando experimentos en
el laboratorio, por ejemplo, utilizando planos inclinados para estudiar el movimiento
de cuerpos sobre ellos.

En general, el estudio de un determinado sistema conduce a un modelo de éste me-
diante el cual el estudio puede ser profundizado. El modelo, en general, es solo una
aproximacion del sistema real y estd sujeto siempre a comprobacién. Asi, por ejemplo,
en Fisica, el estudio del movimiento de los cuerpos condujo a la Mecanica Clésica,
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segin la cual este movimiento obedece a las llamadas leyes de Newton. Estas se
aplicaron a todo sistema en donde intervienen movimientos mecdnicos hasta que se
descubrieron fenémenos a los cuales no se adaptaban con exactitud. La Teoria de la
Relatividad mostraria que las leyes de Newton son vélidas tinicamente dentro de un
cierto rango mds alld del cual es necesario substituirlas por las leyes de la Mecédnica
Relativista.

En la Teorfa de la Probabilidad nos planteamos el estudio de una determinada clase de
experimentos mediante un modelo matemaético que definiremos mds adelante. Para
este fin, consideraremos un experimento como cualquier proceso que conduce a un
resultado especifico. Asi, el observar el color de los ojos de una persona, el preguntar
a una persona si le gustan los chocolates, el medir el tiempo que permanece prendida
una ldmpara de manera ininterrumpida, el medir el tiempo que una piedra tarda en
caer de un edificio, son todos ejemplos de experimentos. Como puede verse, le estamos
dando al concepto de experimento un sentido muy amplio, no nos interesa el tipo de
proceso involucrado, pudiendo ser éste una observacién, una medicién o cualquier
otra cosa, lo Uinico que requerimos es que el proceso en consideracién conduzca a un
resultado que puede ser especificado.

DEFINICION 1.1 (Experimento). Un experimento es cualquier proceso que conduce
a un resultado especifico.

Para los fines del tema que abordaremos en este libro, clasificaremos a los experi-
mentos en dos grandes categorias. Por un lado consideraremos todos aquellos ex-
perimentos en los cuales, una vez definidas todas las condiciones bajo las cuales se
realizan, su resultado queda tinicamente determinado. Los experimentos relativos al
movimiento de un cuerpo bien determinado, sujeto a la accién de ciertas fuerzas, tam-
bién bien determinadas, entran dentro de esta categoria. El movimiento del cuerpo
queda perfectamente determinado conociendo la posicién y velocidad del cuerpo en
un momento dado, asi como las fuerzas que actian sobre él. Ese movimiento queda
determinado en el sentido de que siempre que se repitan las mismas condiciones, el
cuerpo seguird la misma trayectoria.

Por otro lado, consideraremos todos aquellos experimentos en los cuales, una vez
definidas las condiciones en que se realizan, su resultado no queda unicamente deter-
minado. A un experimento de este tipo lo llamaremos aleatorio. En otras palabras,
un experimento es aleatorio si, una vez definido, al considerar diferentes repeticiones
de él, aunque sea potencialmente, todas bajo las condiciones establecidas, se pueden
obtener resultados distintos.

DEFINICION 1.2 (Experimento aleatorio). Un experimento aleatorio es un expe-
rimento con la caracteristica de que, una vez definidas todas las condiciones bajo las
cuales se realiza, su resultado no queda unicamente determinado.
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Dentro de la categorfa de experimentos aleatorios caben todos aquellos en los cuales
la indeterminacién del resultado se debe simplemente a que las condiciones en que se
realizan incluyen cierta arbitrariedad que los hace impredescibles, asi como aquellos
que son por naturaleza no deterministicos, es decir, aquellos en los que atin cuando
las condiciones en que se realizan no incluyen arbitrariedad, el resultado es impre-
decible por no estar tinicamente determinado. No caben dentro de esta categoria de
experimentos aquellos que son deterministicos pero en los cuales el experimentador
no es capaz de predecirlos por ignorancia, ya sea de las condiciones en que se realizan
o de las leyes que los rigen, o bien por no disponer de los medios adecuados para ello.
Algunos ejemplos ilustrardn este punto:

EjemprLO 1.3. Consideremos una linea de un boliche, boliches y una bola de boliche,
todos con caracteristicas fisicas que podemos considerar invariables mientras expe-
rimentamos con ellos. Supongamos, ademds, que contamos con algin aparato que
nos permite colocar los boliches en cualquier posicion determinada y con otro aparato
que nos permite lanzar la bola con la fuerza y direccion que deseemos. Fijemos una
posicion determinada de los boliches, elijamos una fuerza de lanzamiento de la bola
ortentada hacia los boliches y consideremos el experimento consistente en lanzar la
bola con esa fuerza y direccion determinadas a priori y en observar el nimero de
boliches que caen. Este experimento, asi definido, es un ejemplo de un experimento
deterministico. Incluso si el experimentador desconoce las leyes fisicas involucradas
en el experimento o no cuenta con los medios adecuados para realizar cdlculos rapidos
y entonces no puede predecir, antes de que la bola lleque a los boliches, el nimero de
boliches que caerdn, el experimento sigue siendo deterministico pues siempre que se
repitan las mismas condiciones, el resultado serd el mismo, es decir éste estd unica-
mente determinado.

EJjEmpPLO 1.4. Consideremos ahora el mismo dispositivo de boliches, pero definamos
un nuevo experimento consistente en lanzar la bola con una fuerza y direccion arbi-
trarias (sobre la linea)' y en observar el nimero de boliches que caen. FEste nuevo
experimento es ahora un ejemplo de un experimento aleatorio. Incluso si el experi-
mentador conoce perfectamente las leyes fisicas involucradas en el problema y dispone
de una computadora que le permite efectuar cdlculos rapidos y asi predecir, antes de
que la bola llegue a los boliches, el nimero de boliches que caerdn en cada lanzamiento,
el experimento sigue siendo aleatorio pues la eleccion arbitraria de la fuerza y direc-
cion de lanzamiento de la bola es parte del experimento y entonces el resultado de
éste no estd unicamente determinado.

EJEMPLO 1.5. Supongamos que tenemos tres pelotitas pintadas, una de rojo, una de
azul y otra de verde, colocadas en 3 cajas numeradas del 1 al 3, de manera que la bola
roja se encuentre en la caja 1, la azul en la 2 y la verde en la 3. Consideremos entonces

Lcosa que se puede lograr, por ejemplo, eligiendo a una persona de manera arbitraria y pidiéndole

que lanze la bola sobre la linea como mejor le parezca
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el experimento consistente en pedirle a una persona, elegida arbitrariamente, que
saque la pelotita colocada en la caja nimero 3 y anote el color de ella como resultado
del experimento. Incluso si la persona elegida desconoce la manera en que estdn
colocadas las pelotitas en las cajas y entonces para ella el resultado del experimento es
impredecible, el experimento descrito es un experimento deterministico pues estando
ya colocadas las pelotitas en sus respectivas cajas, el resultado serd siempre el mismo.

EjeMPLO 1.6. Consideremos las mismas 3 pelotitas del ejemplo anterior, las mismas
3 urnas numeradas del 1 al 3 y consideremos el experimento consistente en colocar
las pelotitas en las cajas, una en cada una, de manera arbitraria, y en seleccionar
después la pelotita de la urna nimero 3, anotando su color como resultado del experi-
mento. Incluso si alguna persona fuera capaz de predecir la manera en que quedardn
colocadas las pelotitas en las cajas en cada realizacion particular del experimento de-
scrito, éste es un experimento aleatorio pues la colocacion arbitraria de las pelotitas
en las cajas es parte del experimento. La prediccion del resultado en cada realizacion
particular del experimento indicaria que cada realizacion particular admite un inico
posible resultado, pero una repeticion del experimento, en las mismas condiciones (que
incluyen la colocacion arbitraria de las pelotitas en las cajas), puede dar un resultado
distinto.

A

En los dos ejemplos de experimentos aleatorios dados arriba, la indeterminacién del
resultado de ellos se debe exclusivamente a que las condiciones en que se realizan
incluyen cierta arbitrariedad y entonces, al repetirlos, podemos esperar distintos re-
sultados. En otras palabras, si bien estdn definidos con base en experimentos que
son por naturaleza deterministicos, se introduce la aleatoriedad al permitir que las
condiciones precisas en que se realizan sean variables.

El problema de la existencia de otro tipo de experimentos aleatorios en los cuales la
aleatoriedad sea intrinseca a ellos no serd abordado en este libro. Los ejemplos que
pueden darse para abordarlo requieren la profundizacién en dreas cientificas como
puede ser la Mecédnica Cudntica. Lo inico que podemos mencionar aqui es que ambos
tipos de experimentos aleatorios caben en el estudio que haremos y nuestro objetivo
serd el establecer modelos que nos permitan estudiarlos. Como lo mencionamos con
anterioridad, el tinico requisito que tienen que cumplir los experimentos que consid-
eraremos es el poder especificar los resultados que se obtienen al realizarlos.

Como puede verse por los ejemplos dados arriba, en general, la definicién de un
experimento aleatorio involucra una familia de experimentos particulares, todos rea-
lizados bajo las mismas condiciones (las cuales puedes incluir cierta arbitrariedad).
La situacioén es distinta tinicamente cuando se trata de experimentos con una aleato-
riedad intrinseca; es decir aquellos para los cuales aiin cuando las condiciones bajo
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las cuales se realizan no incluyen arbitrariedad, el resultado no estd tinicamente de-
terminado. Ahora bien, el que la definicién de un experimento aleatorio involucre
en general una familia de experimentos particulares no significa que sea posible re-
alizar realmente cada experimento particular de la familia; es decir, no significa que
el experimento aleatorio sea realmente repetible. El siguiente ejemplo ilustrara este
punto:

EjEMPLO 1.7. Tomemos un gato para experimentar, digamos el gato de la Sra. Con-
chita que wvive en la casa de al lado, el cual estd completamente sano y no tiene
ninguna herida. Consideremos entonces el experimento consistente en elegir una per-
sona de manera arbitraria, darle una pistola cargada y pedirle que dispare sobre el
gato. Como resultado del experimento, observemos si, después de realizarlo, el gato
estd vivo o muerto. Si quisiéramos considerar una serie de repeticiones de este expe-
rimento, en un momento dado, posiblemente después de su primera realizacion, este
experimento ya no serd repetible pues el gato ya estard herido o muerto y entonces no
se pueden reproducir las condiciones originales bajo las cuales estd definido el experi-
mento. Sin embargo, el experimento que definimos es un experimento aleatorio y su
definicion involucra, al menos conceptualmente, una familia de experimentos parti-
culares, a saber, diferentes personas que disparan sobre el gato de diferentes maneras
particulares. El estudio de este tipo de experimentos puede ser mds complejo que el
de un experimento aleatorio que se pueda realizar tantas veces como queramos, sin
embargo, forma parte del grupo de experimentos que nos interesa estudiar.

A

En general, consideraremos en este libro experimentos aleatorios del tipo de los ejem-
plos 1.4 y 1.6, es decir, en los cuales la aleatoriedad proviene de que las condiciones en
que se realizan incluyen cierta arbitrariedad y entonces no podemos esperar el mismo
resultado en cada una de sus posibles realizaciones. En ese tipo de experimentos,
cada una de sus realizaciones se efectia bajo condiciones particulares precisas y su
resultado estd entonces tnicamente determinado; la aleatoriedad proviene de que,
dentro de las condiciones generales que caracterizan al experimento aleatorio, caben
diferentes condiciones precisas de experimentacion. También, como nota aclaratoria,
estaremos interesados fundamentalmente en el estudio de experimentos aleatorios,
aunque eventualmente consideraremos experimentos deterministicos, viéndolos como
casos extremos de experimentos aleatorios en los cuales s6lo se admite un posible
resultado. Finalmente, cabe mencionar que en todo problema de probabilidad esté
involucrado un experimento aleatorio, aunque no sea explicitamente.

DEFINICION 1.8 (Realizacién de un experimento aleatorio). A cada repeticion
particular de un experimento aleatorio la llamaremos una realizacion de éste.
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1.2. Eventos

A partir de esta seccién consideraremos algunos experimentos aleatorios cuya des-
cripcién conviene senalar de una vez. En ocasiones consideraremos un experimento
aleatorio consistente en lanzar cierto nimero de dados y anotar los niimeros que se
obtienen. En ese caso debe entenderse, a menos que se diga otra cosa, que se trata en
primer lugar de dados usuales, es decir cubos con seis caras marcadas con niimeros del
1 al 6; ademds se entenderd también que se trata de dados perfectamente simétricos
y balanceados y que el lanzamiento de ellos se realiza también de la manera en que
se hace usualmente en un juego con dados, es decir se agitan de manera arbitraria
y se hacen caer sobre una mesa; finalmente se considera que el resultado que se
obtiene con cada dado es el niimero que aparece en su cara superior. Una descripcion
semejante puede hacerse de un experimento aleatorio consistente en lanzar una o
varias monedas y anotar el resultado que se obtiene; en ese caso, los dos posibles
resultados del lanzamiento de una moneda serdn llamados cara y cruz. En muchas
ocasiones consideraremos un experimento aleatorio consistente en seleccionar “al
azar” uno o varios elementos de una coleccién de objetos, que bien pueden ser cosas,
animales, personas, etc.; en esos casos podemos hablar en general de la eleccién
al azar de individuos de una poblacién y la eleccién “al azar” se refiere, por el
momento, a que ésta se realiza de manera arbitraria, es decir sin que haya predileccion
por elegir algunos de los individuos de la poblacién. Mads adelante definiremos el
término “al azar” de una manera ma&s precisa.

Hechas estas aclaraciones, consideremos el experimento aleatorio consistente en lan-
zar un dado 3 veces en forma consecutiva, anotando los niimeros que se obtienen.
Cada posible resultado de este experimento lo podemos representar por una terna de
nimeros; asi, la terna (2,5,3) significa que en el primer lanzamiento se obtiene 2,
en el segundo 5 y en el tercero 3. Cada posible resultado de este experimento tiene
determinadas propiedades, por ejemplo, el resultado (2,6,1) tiene la propiedad de
que nos da una suma igual a 9, también tiene la propiedad de que los 3 nimeros son
distintos, otra es que el nimero m&s grande es el 6, etc.; estas propiedades no son las
mismas para todos los posibles resultados del experimento, aunque algunas de ellas
pueden coincidir para varios resultados, por ejemplo, el resultado (3,2, 6) tiene como
propiedad comiin, con el resultado anterior, el que su nimero mds grande es el 6,
también es comtin la propiedad de estar formado por 3 niimeros distintos, en cambio
la propiedad de que la suma es 9 no se presenta aqui.

Con cada posible resultado del experimento descrito podemos asociar entonces deter-
minadas propiedades. Supongamos ahora que ain no hemos realizado el experimento
y fijemos una determinada propiedad, por ejemplo, el que la suma de los 3 nimeros
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que se obtienen sea 12. Antes de realizar el experimento, no sabemos si esta propie-
dad se presentard o no al realizarlo, inicamente realizando el experimento podemos
decir si se presenta o no.

En general, diremos que una propiedad es relativa al experimento aleatorio si una vez
realizado éste podemos decir si se presenta o no, es decir, si el experimento aleatorio
determina la presencia o no de esa propiedad. Dado un experimento aleatorio, a cada
propiedad relativa a ese experimento la llamaremos un evento relativo al experimento,
o simplemente un evento, si no hay confusiéon sobre el experimento aleatorio al que
se refiere.

DEFINICION 1.9 (Propiedad relativa a un experimento aleatorio). Diremos que
una propiedad es relativa a un experimento aleatorio si una vez realizado éste podemos
decir si se presenta o no.

DEFINICION 1.10 (Eventos). Un evento es una propiedad relativa a un experimento
aleatorio.

Cuando, al realizar un experimento, la propiedad que define a un evento se presenta,
diremos que el evento ocurre, en caso contrario, diremos que no ocurre. Un evento
tiene entonces la caracteristica de que una vez realizado el experimento podemos decir
si ocurre o no ocurre.

DEFINICION 1.11 (Ocurrencia de un evento). Se dice que un evento ocurre al
realizar un experimento aleatorio si la propiedad que lo caracteriza se presenta en esa
realizacion.

Los eventos relativos a un experimento aleatorio serdn denotados por letras maytscu-
las A, B, C,...; asi, en el ejemplo descrito antes, podemos definir a A como el evento:
‘se obtienen resultados distintos en cada uno de los 3 dados’.

A manera de ilustracién, consideremos los siguientes ejemplos:

EJEmMPLO 1.12. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar 3 veces
un dado en forma consecutiva y en anotar el nimero resultante en cada lanzamiento.
Los siguientes son eventos relativos a este experimento:

A: Se obtiene una suma igual a 9.
B: Se obtiene por lo menos un 5.

C': En el segundo lanzamiento se obtiene 3.

EJjEmprLO 1.13. De una urna en la cual hay 2 bolas rojas, 4 bolas blancas y 7 bo-
las negras, se extraen 3 bolas al azar. Los siquientes son eventos relativos a este
experimento:
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A: Se obtienen 3 bolas de distinto color.

B: Ninguna de las 3 bolas seleccionadas es blanca.

EjeMPLO 1.14. Se elige al azar un matrimonio de una cierta poblacion y se cuenta
el nimero de hijos e hijas que ha tenido. Los siguientes son eventos relativos a este
experimento:

A: El matrimonio seleccionado tiene 2 ninos y una nina.
B: El matrimonio seleccionado tiene en total 4 hijos.
C': El matrimonio seleccionado tiene mds ninos que ninas.

D: El matrimonio seleccionado tiene dnicamente un nino.

EJEMPLO 1.15. De una determinada poblacion humana se eligen al azar 10 personas
y se anota su sexo, edad, peso y estatura. Los siquientes son eventos relativos a este
experimento:

A: Todas las personas elegidas son mayores de 21 anos.
B: Todas las personas elegidas menores de 10 anos pesan menos de 30 kilos.

C': La estatura promedio de las personas elegidas es un nimero entre 1.5 m. y 2.0 m.

1.3. Principio de regularidad de las frecuencias

Algo que hace interesante el estudio de los experimentos aleatorios es el hecho de
que, a pesar de su aleatoriedad, presentan también una regularidad, aunque de un
tipo distinto a la del ejemplo del movimiento de un cuerpo sujeto a la acciéon de
ciertas fuerzas, en el cual la regularidad consiste en que, siempre que se repitan las
condiciones establecidas para el experimento, el cuerpo seguird la misma trayectoria.

En el caso de un experimento aleatorio, cuando, de ser posible, éste se realiza varias
veces, se obtienen diferentes resultados; sin embargo, se puede observar que se ma-
nifiesta una regularidad en la frecuencia relativa de ocurrencia de cada posible resul-
tado, manteniéndose aproximadamente constante cuando el niimero de realizaciones
del experimento es grande. Por frecuencia relativa de un posible resultado o, en
general, de un evento relativo a un experimento, entenderemos la fracciéon que resulta
de dividir el nimero de veces que el evento ocurre en una serie de realizaciones del
experimento entre el niimero total de veces que el experimento se realiza en esa serie.
Esta frecuencia relativa se puede expresar también como un porcentaje simplemente
multiplicando por 100 la fraccién descrita.
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Por ejemplo, consideremos el experimento aleatorio consistente en observar el sexo de
un recién nacido elegido arbitrariamente en un cierto hospital. El resultado de una
realizacion de este experimento no estd tinicamente determinado, pudiendo ser una
de dos alternativas: hembra o varén. Sin embargo, si se mide la frecuencia relativa
con que cada una de estas dos alternativas se ha presentado, se observard que la
proporciéon de hembras y varones se mantiene aproximadamente constante.

La misma regularidad se puede observar en la frecuencia relativa de ocurrencia de
cualquier evento relativo a un experimento aleatorio repetible. Asi, por ejemplo, al
realizar muchas veces el experimento aleatorio consistente en lanzar 3 dados y anotar
los niimeros que resultan, se podrd observar que, a medida que crece el nimero de
repeticiones del experimento, la frecuencia relativa con que se obtiene una suma igual
a 8 se mantiene aproximadamente constante.

A esta propiedad de regularidad de la frecuencia relativa con que ocurre cada uno
de los posibles resultados de un experimento aleatorio repetible o, en general, cada
evento relativo al experimento, la llamaremos principio de regularidad de las
frecuencias. Este principio no es un principio absoluto que se cumple en cualquier
serie de repeticiones de un experimento aleatorio; por ejemplo, supongamos que te-
nemos a la mano un dado perfectamente simétrico y balanceado y consideremos el
experimento aleatorio consistente en lanzar ese dado de manera arbitraria sobre una
mesa y en observar el nimero que muestra la cara superior del dado al estabilizarse
sobre la mesa. Supongamos ademads que el experimento aleatorio descrito lo hemos ya
realizado un millén de veces, observando que el niimero 1 resulta en 15% de los casos.
Si el mismo experimento lo realizamos un millén de veces mds, no necesariamente
se obtendrd una frecuencia relativa de ocurrencia del mimero 1 cercana al 15%, en
realidad cualquier frecuencia de ocurrencia es perfectamente aceptable. Sin embargo,
basdndonos en el principio de regularidad de las frecuencias, podemos decir que en
muchas series de un millén de realizaciones del experimento aleatorio descrito, una
desviacion grande de la frecuencia con que ocurre el nimero 1 de un determinado
porcentaje, ocurrird raramente, es decir en proporciéon pequena. La cadena de razo-
namientos en este sentido es interminable, nuevamente la tltima afirmacién no debe
tomarse como algo absoluto, siendo perfectamente aceptable que en diferentes series
de un millén de realizaciones del experimento aleatorio se obtengan porcentajes de
ocurrencia del nimero 1 completamente distintos.

Abundando un poco més en el andlisis del ejemplo anterior, supongamos que en la
segunda serie de un millén de realizaciones del experimento descrito, se observe que
el nimero 1 se obtiene tnicamente 10 veces, es decir que el nimero 1 se obtiene sélo
en 0.001% de los casos en vez de un porcentaje cercano al 15%. ;Significa eso que
podemos estar seguros que el mimero 1 se presentard en un porcentaje muy superior
al 15% en una serie posterior de realizaciones del mismo experimento, de manera que,
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tomando las dos series juntas, el porcentaje con que se presente el nimero 1 sea ya
cercano al 15%7 La respuesta es un no. De hecho, dos series de repeticiones del
experimento descrito son totalmente independientes, es decir lo que ocurra en una
de ellas no tiene ninguna influencia en lo que ocurra en la otra. Esto no contradice
el que el porcentaje con que se presenta el mimero 1 se pueda estabilizar a la larga,
pues lo que ocurre en una serie de un millén de realizaciones del experimento tiene
poca influencia en el porcentaje de ocurrencia del nimero 1 digamos en un billén de
realizaciones del mismo experimento.

Asi, el principio de regularidad de las frecuencias debe interpretarse con cuidado.
Expresa que la frecuencia con que se presenta cada posible resultado de un experi-
mento aleatorio, en una serie grande de realizaciones, se mantiene aproximadamente
constante, pero, una eventual desviacién de esa constante, si bien es algo que ocurre
raramente, es perfectamente aceptable.

1.4. El concepto de probabilidad

Consideremos un determinado experimento aleatorio y eventos A, B, C, .. .relativos a
ese experimento. Al considerar una realizacion del experimento, podemos decir si cada
uno de los eventos en consideracién ocurre o no, pero antes de realizar el experimento
no podemos, en general, determinar si un evento ocurrird o no al realizarlo. Sin
embargo, cuando un experimento aleatorio se realiza varias veces, se puede observar
que la frecuencia relativa con que ocurre cada evento, relativo a ese experimento,
no es la misma para todos los eventos. La manera m&s simple de verificar esto
es observando que en una serie de realizaciones de un experimento aleatorio hay
eventos que ocurren muy raramente y otros que ocurren casi siempre. Por ejemplo,
si consideramos el experimento consistente en lanzar 10 dados y lo realizamos varias
veces, se podrd observar que el evento ‘se obtiene un 1 en cada uno de los 10 dados’
ocurre muy raramente, mientras que el evento ‘la suma de los niimeros que se obtienen
en los 10 dados es mayor que 10’ ocurre casi siempre. En general, la diferencia
en la frecuencia relativa de ocurrencia de un par de eventos no serd tan marcada
como en este ejemplo, pero si se podrd observar que, en general, son distintas para
eventos distintos. Esta diferencia en la frecuencia relativa con que ocurre cada evento
relativo a un experimento aleatorio puede interpretarse diciendo que, entre todos los
eventos, hay unos que ocurren “mads facilmente” que otros. Mas aiin, con base en el
principio de regularidad de las frecuencias, en una serie grande de realizaciones de un
experimento aleatorio, la frecuencia relativa con que ocurre cada evento se mantiene
aproximadamente constante. Esa constante puede interpretarse como una medida del
“qué tan facilmente” esperamos que el evento correspondiente ocurra.
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El problema que se plantea en el Calculo de Probabilidades consiste en encontrar
una manera que permita medir el “qué tan facilmente” se presentard un evento en
futuras realizaciones de un experimento aleatorio. Asi, se trata de asignar un nimero
a cada evento, el cual exprese esa medida. De acuerdo con lo dicho anteriormente,
esperamos que, en el caso de experimentos aleatorios repetibles, los niimeros asignados
a los diferentes eventos sean tales que, mientras mds grande sea el nimero asignado
a un evento, mds grande serd la frecuencia relativa con que éste ocurre en una serie
grande de realizaciones del experimento.

A ese nimero que mide la “facilidad” con que un evento ocurre al realizar el experi-
mento aleatorio correspondiente lo llamaremos la probabilidad del evento correspon-
diente.

DEFINICION 1.16 (Probabilidad de un evento). La probabilidad de un evento re-
lativo a un experimento aleatorio es un niumero que mide la “facilidad” con que el
evento ocurre al realizar el experimento.

1.5. Espacios muestrales

En general, dado un experimento aleatorio, no es dificil precisar y denotar de alguna
manera a cada uno de sus posibles resultados. Por ejemplo, vimos que en el caso del
experimento aleatorio consistente en lanzar un dado 3 veces en forma consecutiva,
anotando los nimeros que se obtienen, cada posible resultado puede representarse
mediante una terna de nimeros con la convencién de que, por ejemplo, la terna
(2,5, 3) significa que en el primer lanzamiento se obtiene 2, en el segundo 5 y en el
tercero 3.

A manera de notacién, utilizaremos la letra w con un subindice para denotar a cada
posible resultado de un experimento aleatorio. Asi, en el caso del lanzamiento de
dados descrito arriba, podriamos denotar con w; al resultado (1,1,1), con ws al
resultado (1,1,2), ....

Al conjunto formado por todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se
le llama el espacio muestral de ese experimento y se le denota con la letra 2. Asi, en
el ejemplo dado arriba, el espacio muestral estd dado por:

Q=1{(1,1.1),(1,1,2),..}

O bien, si hemos definido a los posibles resultados usando w’s, podemos escribir:

Q= {wl,wg,...}
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DEFINICION 1.17 (Espacio muestral). El espacio muestral de un experimento aleato-
rio es el conjunto formado por todos sus posibles resultados.

El espacio muestral de un experimento aleatorio puede ser un conjunto muy grande e
incluso puede contener una infinidad de elementos. Un ejemplo tipico de esa situacién
es el siguiente:

EJEMPLO 1.18. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar una mo-
neda al aire tantas veces como sea necesario hasta obtener por primera vez cruz, ano-
tando el resultado de cada lanzamiento. Los posibles resultados de este experimento
pueden representarse por sucesiones de A’s y C'’s, en donde A representa la obtencion
de cara y C' la obtencion de cruz en un lanzamiento. Asi, la sucesion CCCCCCA
representa un posible resultado del experimento aleatorio descrito. Utilizando w'’s,
podriamos definir:

wp = C
Wy = AC
w3 = AAC

El niimero de cruces que resultan antes de la obtencion de una cara puede ser cualquier
nimero entero no negativo, es decir, en este caso el espacio muestral £ es un conjunto
infinito numerable.

A

Como se muestra en el ejemplo siguiente, el espacio muestral de un experimento
aleatorio puede incluso ser méds grande que un conjunto infinito numerable.

EjemPLO 1.19. Considérese el experimento aleatorio consistente en elegir al azar una
ldmpara de la produccion de una cierta fabrica y en medir su tiempo de vida, es decir,
el tiempo que permanece iluminando continuamente antes de fundirse. Aunque el
tiempo de vida lo podriamos dar mediante un miltiplo entero de una unidad de tiempo
elegida previamente, tedricamente ese tiempo de vida puede ser cualquier nimero real
no negatiwo. En otras palabras, en este caso, cada posible resultado del experimento
aleatorio puede representarse con un nimero real no negativo, que representa el tiempo
de vida de la ldmpara seleccionada, y 2 = {x € R:x > 0}. Asi, en este caso, ) es
un conjunto infinito no numerable.
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1.6. Representaciéon de eventos

Consideremos un experimento aleatorio y un evento A relativo a ese experimento.
Antes de realizar el experimento, no sabemos si el evento A ocurrird o no. Siendo
el evento A una propiedad relativa al experimento, solo podemos saber si ocurre o
no realizando el experimento. Es decir, el que A ocurra o no depende de cual sea el
resultado del experimento. Para algunos resultados, la propiedad que define al evento
A se presentard y para otros resultados no se presentard. El evento A divide entonces
al conjunto de todos los posibles resultados del experimento en dos clases; una clase
estd formada por todos aquellos resultados de los cuales se deduce la ocurrencia de A
y la otra por todos aquellos resultados de los cuales se deduce la no ocurrencia de A.
Al conjunto formado por los resultados de la primera clase lo llamaremos el conjunto
de resultados favorables a la ocurrencia de A.

DEFINICION 1.20 (Resultados favorables a un evento). Los resultados favorables
a un evento A, relativo a un experimento aleatorio, son todos aquellos posibles resul-
tados del experimento de los cuales se deduce la ocurrencia de A.

De esta manera, cada evento A relativo a un experimento aleatorio puede represen-
tarse como un subconjunto del espacio muestral €2 de dicho experimento, el formado
por los posibles resultados que le son favorables.

EseMpPLO 1.21. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar 3 dados
sobre una mesa, anotando los nimeros que se obtienen, y llamemos A al evento: ‘se
obtiene el mismo nimero en los 3 dados’, entonces podemos escribir:

A={(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3),(4,4,4),(5,5,5),(6,6,6) }
A

Por otra parte, cada subconjunto A del espacio muestral ) representa un evento, a
saber, el evento: ‘ocurre alguno de los resultados que conforman A’2.

Dado un evento especifico, el subconjunto del espacio muestral que lo representa queda
lnicamente determinado; por otra parte, dado un subconjunto del espacio muestral,
se le pueden asociar diferentes eventos, los cuales, formalmente, son distintos; por
ejemplo, si consideramos el experimento aleatorio consistente en lanzar un dado 3
veces en forma consecutiva, al subconjunto del espacio muestral A = {(1,1,1)} se le
pueden asociar los eventos ‘la suma de los niimeros que se obtienen es igual a 3’ y ‘se

2En la formulacién moderna de la Teorfa de la Probabilidad se restringe la familia de even-
tos de tal manera que se pueda garantizar que la funcién de probabilidad satisfaga determinadas
propiedades. Este punto serd analizado més adelante.
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obtiene 1 en cada uno de los lanzamientos’. Sin embargo, puede observarse que todos
los posibles eventos que pueden asociarse con un subconjunto del espacio muestral
tienen la caracteristica de que uno de ellos ocurre en una realizacién del experimento
si y sélo si ocurren los otros. Esto motiva la siguiente definicién:

DEFINICION 1.22 (Equivalencia de eventos). Dos eventos son equivalentes si la
ocurrencia de cualquiera de ellos implica la ocurrencia del otro en cualquier realizacion
del experimento.

Con base en esta definicién, la familia de eventos queda partida en clases formadas
por eventos que son equivalentes entre si. Todos los eventos de una clase son esen-
cialmente el mismo y asf lo consideraremos en lo sucesivo. De esta manera, hay una
correspondencia uno a uno entre los eventos relativos a un experimento aleatorio y
los subconjuntos del correspondiente espacio muestral.

En particular, cada posible resultado w € {2 representa un evento, consistente en
la ocurrencia de w. A esta clase particular de eventos, que se representan por un
elemento de €2, los llamaremos eventos elementales.

DEFINICION 1.23 (Eventos elementales). Un evento elemental relativo a un expe-
rimento aleatorio es un evento consistente en la ocurrencia de un especifico posible
resultado del experimento.

De la misma manera, el mismo espacio muestral €2 representa un evento, el cual
tiene la particularidad de ocurrir siempre que se realiza el experimento aleatorio
correspondiente, razén por la cual es llamado el evento seguro.

DEFINICION 1.24 (Evento seguro). El evento sequro relativo a un experimento
aleatorio es un evento que siempre ocurre al realizar el experimento.

Finalmente, el conjunto vacio () representa también un evento, el cual no tiene aso-
ciados resultados favorables y que podria definirse como: ‘no ocurre ninguno de los
posibles resultados del experimento’. Evidentemente este evento nunca ocurre, razén
por la cual es llamado el evento imposible.

DEFINICION 1.25 (Evento imposible). El evento imposible relativo a un experi-
mento aleatorio es un evento que nunca ocurre al realizar el experimento.

1.7. Composicién de eventos

Consideremos un experimento aleatorio, digamos lanzar 3 veces un dado en forma
consecutiva. Con relacién a un experimento de este tipo, hemos dicho que podemos
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definir eventos, los cuales tienen la caracteristica de ocurrir o no ocurrir cuando
realizamos el experimento. En el ejemplo en consideracién, los siguientes son eventos:

Se obtiene una suma igual a 7.

Se obtiene 3 nimeros iguales.

Se obtiene por lo menos un 5.

Se obtiene una suma igual a 3.

En el primer lanzamiento se obtiene 6.
En el segundo lanzamiento se obtiene 3.

No se obtiene ningtn 5.

T Q3 =L Qb o>

: Se obtiene una suma menor que 20.

Estos eventos se pueden comparar unos con otros, por ejemplo, al comparar el evento
A con el evento B, podemos decir que, al realizar el experimento, es imposible que
ocurran ambos; al comparar el evento C' con el evento G, podemos decir que, al
realizar el experimento, uno ocurre si y sélo si el otro no ocurre; al comparar el
evento F con el evento F', podemos decir que la ocurrencia o no ocurrencia de uno de
ellos no influye sobre la ocurrencia o no ocurrencia del otro; comparando los eventos
B y D, podemos decir que la ocurrencia de D en una realizaciéon del experimento
implica la ocurrencia de B.

También a partir de los eventos dados, podemos definir nuevos eventos. Por ejemplo,
a partir de C' y B podemos considerar un evento definido por la propiedad de que
ocurre en la realizaciéon de un experimento si y sélo si ocurre alguno de los dos eventos
considerados o ambos, en este caso, el nuevo evento asi definido ocurre sélo cuando
se obtienen 3 nimeros iguales, o bien cuando los 3 niimeros no son iguales pero se
obtiene por lo menos un 5; también podemos considerar otro evento definido por
la propiedad de que ocurre en la realizacién de un experimento si y sélo si ocurren
ambos eventos, en este caso, el nuevo evento asi definido ocurre tinicamente cuando
se obtienen tres cincos.

Las consideraciones anteriores nos llevan a las siguientes definiciones, para las cuales
supondremos que se tiene definido un experimento aleatorio £ y eventos A, B, C,. ..
relativos a ese experimento.

DEFINICION 1.26 (Unién de eventos). Si A y B son dos eventos, definimos un
nuevo evento caracterizado por la propiedad de que ocurre en la realizacion de un
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experimento si y solo si ocurre alguno de los eventos A o B, o ambos. A este nuevo
evento lo llamaremos la union de A y B y lo denotaremos por AU B.

DEFINICION 1.27 (Interseccién de eventos). Si A y B son dos eventos, definimos
un nuevo evento caracterizado por la propiedad de que ocurre en la realizacion de
un experimento si y sélo si los dos eventos A y B ocurren. A este nuevo evento lo
llamaremos la interseccion de A y B y lo denotaremos por AN B.

DEFINICION 1.28 (Complemento de un evento). Si A es un evento, definimos
un nuevo evento caracterizado por la propiedad de que ocurre en la realizacion de
un experimento si y soélo si A no ocurre. A este nuevo evento lo llamaremos el
complemento o la negacion de A y lo denotaremos por A°.

EJjEMPLO 1.29. Considerando el experimento y los eventos definidos al inicio de esta
seccion, tenemos:

EUF': se obtiene 6 en el primer lanzamiento o se obtiene 3 en el sequndo lanzamiento,
o bien se obtienen ambos resultados.

ANC: Se obtiene un 5 y 2 unos.

B¢: No se obtienen 3 nimeros iguales.
A

La terminologia de la Teorfa de Conjuntos utilizada en las definiciones anteriores no
es fortuita pues hemos visto que hay una correspondencia uno a uno entre los eventos
relativos a un experimento aleatorio y los subconjuntos del correspondiente espacio
muestral, de tal manera que las operaciones entre conjuntos se traducen inmediata-
mente en operaciones entre eventos y resulta evidente que las definiciones anteriores
corresponden precisamente a las correspondientes operaciones entre conjuntos. De
esta manera, todas las propiedades que se tienen para las operaciones entre conjuntos
se traducen inmediatamente en propiedades de las operaciones entre eventos. Entre
estas propiedades podemos destacar la conmutatividad, la asociatividad, la distribu-
tividad y las leyes de Morgan.

Todas las operaciones entre conjuntos se traducen en operaciones entre eventos, por
ejemplo, dados dos eventos A y B, se puede definir la diferencia A — B como el evento
AN B¢, es decir como el evento que ocurre si y sélo si ocurre el evento A pero no el
evento B.

De la misma manera, las relaciones que se pueden establecer entre conjuntos se tra-
ducen en relaciones entre eventos; por ejemplo, se puede decir que el evento A estd
contenido en el evento B, y denotarse por A C B, si, vistos como subconjuntos del
espacio muestral, A y B tienen esa relacién; es decir si la ocurrencia del evento A
implica la ocurrencia del evento B.
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EjeMPLO 1.30. Sean A y B dos eventos, entonces el evento ‘ocurre A pero no B’ se
puede representar por AN B€; el evento ‘ocurre eractamente uno de los dos eventos
A y B’ se puede representar por AUB — AN B; el evento ‘no ocurre ninguno de los
eventos A y B’ se puede representar por A°N B¢ o bien por (AU B)°.

A

En la Teorfa de Conjuntos se tiene el concepto de eventos ajenos, lo cual significa
que éstos tienen una interseccién vacia. Como veremos méds adelante, este concepto
es especialmente importante en la Teorfa de la Probabilidad. Cuando dos eventos se
representan mediante dos conjuntos ajenos se dice que dichos eventos son mutuamente
excluyentes; en otras palabras, se tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 1.31 (Eventos mutuamente excluyentes). Diremos que dos eventos
A y B son mutuamente excluyentes si la ocurrencia de ambos en cualquier realizacion
del experimento es imposible.

Este concepto, si bien simple, en ocasiones se vuelve confuso al compararlo con el
de independencia, el cual se define mds adelante (ver seccién 2.7). Por tal motivo
conviene ilustrarlo aqui con un ejemplo:

EsempLO 1.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un dado dos veces en
forma consecutiva. El resultado del experimento consiste en la pareja ordenada de
numeros que muestran las caras superiores de los dados. Los eventos A y B que se
definen a continuacion son entonces mutuamente excluyentes:

A: Se obtiene 6 en el primer lanzamiento.
B: Se obtiene 5 en el primer lanzamiento.

Sin embargo, si C' es el evento ‘se obtiene 6 en el sequndo lanzamiento’, los eventos
A y C no son mutuamente excluyentes:

Esto es asi porque los eventos A y B no pueden, en ningin caso, ocurrir ambos en
alguna realizacion del experimento aleatorio; en cambio, es posible que los eventos A
y C ocurran ambos en alguna realizacion del experimento.

DEFINICION 1.33 (Eventos mutuamente excluyentes). Diremos que n eventos
Ay, ..., A, son mutuamente excluyentes si los eventos A; y A; son mutuamente ex-
cluyentes para toda i,j € {1,...,n}, coni # j.

Un problema de particular importancia consiste en expresar un evento dado en tér-
minos de otros eventos méds simples. Por ejemplo, como veremos mds adelante, en
muchas ocasiones se busca expresar un evento dado en términos de una unién de
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eventos mas simples que el evento dado y de tal manera que estos ultimos sean mu-
tuamente excluyentes.

EJjEMPLO 1.34. En una cierta compania el esquema para aprobar una propuesta es
el siguiente: tres personas —A, B y C— analizan la propuesta y ésta es aprobada
unicamente si por lo menos dos de las tres personas dan su visto bueno. Consideremos
una determinada propuesta y sean A, B, C' y D los eventos ‘la persona A da su visto
bueno’, ‘la persona B da su wvisto bueno’, ‘la persona C da su wvisto bueno’ y ‘la
propuesta es aprobada’, respectivamente. D puede expresarse como una union de
eventos mutuamente excluyentes, cada uno de los cuales estd dado en términos de A,
B yC, asaber, D=(ANBNC)UANB‘NC)U(A°NBNCYU(ANBNCOC).

1.8. Funciones de probabilidad

Como hemos dicho antes, el problema que se plantea en el Célculo de Probabilidades
consiste en encontrar una manera que permita asignar a cada evento un nimero, el
cual mida el “que tan facilmente” se presentard el evento en futuras realizaciones de
un experimento aleatorio. Ese niimero que se asigna a un evento es llamado, como ya
dijimos también, la probabilidad del evento. Dicho de otra manera, lo que se busca
es una funcién con valores reales definida sobre la familia de eventos; a tal funcién la
llamaremos la funcién de probabilidad.

Al asignar probabilidades a cada evento, relativo a un experimento aleatorio dado, lo
que estamos haciendo es definir un modelo que nos permitird estudiar el experimento
aleatorio. En un problema real cada probabilidad asignada tendra una interpretacion
practica y con base en esa interpretacién se podrd decidir sobre la fidelidad con que
el modelo representa al fenémeno aleatorio en consideracién. La asignacién de pro-
babilidades es asi, en un cierto sentido, arbitraria, pues se puede proponer una cierta
asignacion, desarrollar el modelo con base en ella y més adelante, de acuerdo a la in-
terpretacién préactica que demos a la probabilidad, decidir sobre la validez del modelo
como representaciéon del experimento aleatorio. Sin embargo, como veremos en los
ejemplos desarrollados en este libro, para nosotros la probabilidad de un evento refleja
siempre determinadas caracteristicas del experimento aleatorio en consideracién, es
decir, tiene un sentido objetivo. De esta manera, al desarrollar un modelo para un ex-
perimento aleatorio buscaremos que la asignacién de probabilidades no sea arbitraria,
debiendo reflejar de alguna manera las caracteristicas del experimento aleatorio.

La interpretaciéon préactica de la probabilidad de un evento que se utiliza maés fre-
cuentemente es la basada en el principio de regularidad de las frecuencias. Segin esta
interpretacion, la probabilidad de un evento A, relativo a un experimento aleatorio
repetible, es un nimero que debe ser aproximadamente igual a la frecuencia rela-
tiva con que el evento A ocurre en una serie grande de realizaciones del experimento
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aleatorio. A lo largo de este texto, utilizaremos esta interpretacién en diferentes situa-
ciones, en particular, en lo que sigue, la usaremos para deducir algunas reglas que
impondremos sobre nuestros modelos.

Si interpretamos a la probabilidad de un evento de acuerdo con el principio de re-
gularidad de las frecuencias, se imponen algunas restricciones sobre el modelo que
queremos construir. En particular, siendo la frecuencia relativa con que ocurre un
evento una cantidad no negativa, la probabilidad de un evento cualquiera debe tener
entonces la misma propiedad. En otras palabras, podemos escribir la siguiente regla:

Si A es un evento y denotamos por P(A) a su probabilidad de ocurrencia, entonces
P(A) > 0.

Por otro lado, el evento seguro ) tiene, en cualquier caso, una frecuencia relativa
igual a 1 pues siempre ocurre. Es decir, podemos escribir P(2) = 1.

Supongamos ahora que un cierto evento C' es la unién de dos eventos mutuamente
excluyentes A y B y que hemos logrado de alguna manera asignar las probabilidades
P(A) y P(B) alos eventos A y B respectivamente. De acuerdo a la interpretacién
que estamos dando a la probabilidad de un evento, P(A) y P(B) representan las
frecuencias relativas con que ocurren los eventos A y B, respectivamente, en una
serie grande de realizaciones del experimento aleatorio. Resulta entonces claro que la
suma P(A) + P(B) representa la frecuencia relativa con que ocurre el evento C' y se
tiene entonces P(C) = P(A) + P(B).

Hemos derivado las 3 propiedades anteriores del supuesto de que podemos interpretar
a la probabilidad de un evento como un nimero que debe ser aproximadamente igual
a la frecuencia relativa con que el evento ocurre en una serie grande de realizaciones
del experimento aleatorio. Sin embargo, las propiedades mismas no involucran el uso
de la frecuencia relativa con que ocurre cada uno de los eventos en consideracion.
Mads atin, si pensamos a la funcién de probabilidad que buscamos como una medida
definida sobre los eventos relativos al experimento aleatorio en consideracion, las
propiedades primera y tercera pueden considerarse como las minimas que se pueden
pedir, mientras que la segunda puede verse simplemente como una normalizacién de
dicha medida. En otras palabras, esas 3 propiedades parecen ser lo suficientemente
razonables como para ser compatibles con cualquier interpretaciéon préactica que se
dé a la probabilidad. Con base en esto, tomaremos esas propiedades como punto de
partida en la construcciéon del modelo que estamos buscando. En otras palabras, se
tiene la siguiente definicién:

DEFINICION 1.35 (Funcién de probabilidad). Dado un experimento aleatorio cual-
quiera, denotando por A a la familia de eventos relativos a ese experimento, diremos
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que una funcion P : A — R es una funcion de probabilidad si se satisfacen las
siguientes propiedades:

(i) P(A) > 0 para todo evento A.
(i) P(Q) =1.
(iii) St A y B son dos eventos mutuamente excluyentes, entonces:

P(AUB) = P(A) + P(B)

EJERCICIOS

EJjerciciO 1.1 (Problema de los 3 jugadores). Tres jugadores —P,Q y R— juegan
partidas por parejas, comenzando P contra ). Quien gane una partida juega con el
otro jugador, hasta que uno de los jugadores gane dos partidas consecutivas, ganando
entonces el juego. Describa el espacio muestral de este juego.

EJERCICIO 1.2. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar 3 nimeros —a, b
y c— en el intervalo [0, 1], para formar la ecuacion ax® +bx +c = 0. Sea A el evento
‘las dos raices de la ecuacion son reales y distintas’. Represente como un conjunto €2
al espacio muestral de este experimento y al evento A como un subconjunto de 2.

EJERrcICcIO 1.3. Dos personas, P y @, juegan un juego de azar, el cual consiste en
i lanzando un par de dados por turnos, comenzando por P, de tal manera que, si P
obtiene una suma igual a 7, se acaba el juego, ganando P, mientras que, si ) obtiene
una suma igual a 6, se acaba el juego, ganando Q). Sea A el evento ‘el jugador P
gana el juego’. Represente como un conjunto €2 al espacio muestral de este juego y al
evento A como un subconjunto de €.

EJERCICIO 1.4. Sean A y B dos eventos y sean E y F los eventos ‘ocurre exactamente
uno de los dos eventos A y B’ y ‘ocurre a lo mds uno de los dos eventos A y B,
respectivamente. Exprese los eventos E y F en términos de A y B.

Ejercicio 1.5. Un trabajador produce n partes de un articulo. Sea A; el evento ‘la i-
ésima parte estd defectuosa’. Fxprese en términos de los A; cada uno de los siguientes
eventos: a) ninguna de las n partes estd defectuosa, b) al menos una de las n partes
estd defectuosa, c¢) exactamente una de las n partes estd defectuosa.



CAPITULO 2

LAS REGLAS BASICAS

Mientras mds dificil parezca determinar por la razon lo
que es incierto y estd sometido al azar, la ciencia que
logre ese resultado parecerd mds admirable.

Christiaan Huygens

2.1. Algunas propiedades elementales

De las 3 propiedades que estamos pidiendo a cualquier funcién de probabilidad se
derivan otras, entre las que destacan las siguientes:

PROPOSICION 2.1. Si A es cualquier evento, entonces P(A) <1y P(A°) = 1—P(A).
Demostracién

Los eventos A y A¢ son mutuamente excluyentes y su unién es el evento seguro €2, asf
que 1 = P(Q) = P(A) + P(A°), de lo cual se sigue el resultado.

]
PRrROPOSICION 2.2. P()) = 0.
Demostracion
Siendo 2 y () complementarios, se tiene, por la proposicién anterior, P() = 1 —
PQ)=1-1=0.

]

PROPOSICION 2.3. Si A y B son eventos tales que A C B entonces P(B — A) =
P(B) — P(A).

35
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Demostracion

Se tiene B = AU (B — A) y los eventos A y B — A son mutuamente excluyentes, de
manera que se tiene, P(B) = P(A) + P(B — A), de lo cual se sigue el resultado.

PROPOSICION 2.4. Si A y B son eventos tales que A C B, entonces P(A) < P(B).
Demostracién

Por la proposicién anterior, se tiene P(B) — P(A) = P(B— A), de manera que, siendo
P(B — A) un nimero real no negativo, se tiene el resultado.

2.2. Propiedad de la aditividad finita

Una propiedad especialmente importante de la funcién de probabilidad estd dada en
la siguiente proposicién:

PRrROPOSICION 2.5 (Propiedad de la aditividad finita). Sean A, ..., A, n eventos
mutuamente excluyentes, entonces, P (\J_1Ax) = Y p_, P(Ag).

Demostraciéon

La demostraciéon es por inducciéon sobre el nimero de eventos n. Para n = 2 el
resultado se obtiene directamente de la definicién 1.35.

Supongamos ahora que la propiedad es valida para el caso de cualesquiera n—1 eventos
mutuamente excluyentes y sean Ay, ..., A, n eventos mutuamente excluyentes. Los
eventos | J Z;%Ak y A, son entonces mutuamente excluyentes, asi que se tiene:

P(Uj=1Ar) = P(URZIAR) + P(A0) = 3021 (PAR) + P(An) = 30 (PAY)

La propiedad de la aditividad finita puede considerarse como la propiedad bésica de
la funcién de probabilidad pues ésta permite establecer un método para calcular pro-
babilidades de eventos. Mediante este método, dado un evento A, cuya probabilidad
se busca, se trata de encontrar una descomposiciéon de A en una unién de eventos
mutuamente excluyentes cuyas probabilidades sean més simples de calcular; entonces
la probabilidad de A se obtiene como la suma de esas probabilidades. Numerosos
ejemplos de esta situacion se presentardn a lo largo del texto.

De manera general, el método para asignar probabilidades a los eventos re-
lativos a cualquier experimento aleatorio va de lo simple a lo complejo:
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primero se encuentra la probabilidad de una clase particular de eventos y,
a partir de ahi, utilizando las propiedades de la funcién de probabilidad,
se extiende ésta a una clase mas amplia de eventos y después a familias
cada vez mas extensas. Este serd el método que utilizaremos a los largo de este
texto.

PROPOSICION 2.6 (Subaditividad finita o desigualdad de Boole). Sean A, ... A,
n eventos, entonces, P (|J7_1Ar) <> 1_, P(Ay).

Demostracion

Sea By = Ay y,parak € {2,...,n}, By = Ak—Uf;ll A;, entonces U7 Ar = U7 B,
By C Ay para cualquier k£ € {1,...,n} y los eventos By, ..., B, son mutuamente
excluyentes, asf que:

P (Ui Ar) = P(UR=1Br) = 2y P(Br) < 32y P(Ax)

2.3. Regla de la suma

Al igual que la propiedad de la aditividad finita, la siguiente propiedad generaliza la
propiedad ¢ de la funcién de probabilidad y es también particularmente importante:

ProprosICION 2.7 (Regla de la suma para 2 eventos). Si A y B son dos eventos
cualesquiera, entonces:

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANnDB)
Demostracién

Se tiene AUB = AU (B — AN B) y los eventos A y B— AN B son mutuamente
excluyentes, asi que se tiene, P(AU B) = P(A)+ P(B— AN B) = P(A) + P(B) —
P(ANB).

]
La siguiente proposicién, cuya demostracién se deja como ejercicio, generaliza la

proposicién 2.7 para el caso de n eventos cualesquiera.

ProrosiciON 2.8 (Regla de la suma para n eventos). Sean Ay, ..., A, n eventos
cualesquiera, entonces:

P(UzzlAk) - Zzzl P(Ak) - Z{i,je{l,...,n},:i#j} P(AZ N A])

T i ket )iy itkizky DAIN A N Ap) — o+ (1) P(A N Az ... N Ay)
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EJEMPLO 2.9. Dos eventos A y B son tales que P(A) = 0.3, P(B) = 0.4 y P(ANB) =
0.1. Encuentre la probabilidad de que a) ocurra exactamente uno de los dos eventos
A y B y b) no ocurra ninguno de los dos eventos.

Solucion
a. PA—ANB)+ P(B—ANB)=03-01+04—-0.1=0.5
b. P(A°NB°)=P((AUB))=1-—P(AUB)=1-P(A)— P(B)+ P(AN B)
=1-03-04+01=04
A

Para implementar el método para asignar probabilidades, descrito en la seccién 2.2,
se requiere obviamente de una manera que permita iniciar el proceso, lo cual es objeto
de parte del siguiente tema. Ademds, con el objeto de tener todas las herramientas
que permiten extender la funcién de probabilidad, se tratardn también los temas de
la probabilidad condicional y otros relacionados.

2.4. Elecciones al azar y resultados equiprobables

En una clase bastante amplia de problemas, la asignacién de probabilidades a los
eventos de un experimento aleatorio puede iniciarse gracias al concepto de *“eleccién
al azar”.

La eleccién al azar se refiere a experimentos aleatorios en los cuales se dispone de
una colecciéon de objetos, los cuales pueden ser bolas, cajas, tarjetas, personas, etc.,
y se define el experimento aleatorio precisamente como la eleccién al azar de uno
o varios objetos de la coleccién. El término “elegir al azar” que se utiliza en esos
casos se entiende en el sentido de que, al elegir los objetos, no se tiene preferencia
por la elecciéon de uno de ellos sobre la elecciéon de otro. Ahora bien, si recordamos
que la probabilidad de un evento es un nimero que representa la facilidad con que
el evento se presenta al realizar el experimento aleatorio, entonces, al considerar
el experimento aleatorio consistente en “elegir al azar” uno o varios objetos de la
coleccion, los posibles resultados del experimento deberdn tener asignada la misma
probabilidad, en cuyo caso diremos que los posibles resultados son equiprobables. De
aqui que, en realidad, el término “eleccién al azar” es sinénimo de equiprobabilidad
de los posibles resultados de la eleccién.

Un experimento aleatorio puede estar compuesto por dos o més experimentos definidos
como elecciones al azar y en algunos casos la equiprobabilidad se da tinicamente par-
cialmente, pero, de cualquier manera, esto puede ser suficiente para determinar la
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probabilidad de cada uno de los posibles resultados del experimento compuesto. Esto
resuelve nuestro problema pues una vez asignada una probabilidad a cada evento
elemental, la probabilidad de cualquier evento compuesto por un nimero finito de
eventos elementales se puede calcular, gracias a la propiedad de la aditividad finita,
simplemente sumando las probabilidades de los eventos elementales que lo componen.

En particular, aunque no siempre es el caso, los posibles resultados de un experimento
aleatorio pueden resultar equiprobables. En ese caso resulta aiin méds simple asignar
una probabilidad a cualquier evento. En primer lugar, con base en la propiedad 7
de la funcién de probabilidad y en la propiedad de la aditividad finita, la suma de
las probabilidades asignadas a los eventos elementales debe ser igual a 1, de manera
que si son N los posibles resultados del experimento y todos ellos tienen asignada
la misma probabilidad, cada una de ellas debe ser entonces igual a % Sea entonces
Q= {wy,...,wn} el espacio muestral del experimento aleatorio y A = {wj,,...,w;,}
un evento cualquiera; por la propiedad de la aditividad finita, la probabilidad del

evento A estd dada por P(A) = .

En otras palabras, en este caso, para calcular la probabilidad de un evento A, es
necesario lnicamente encontrar el nimero de eventos elementales que lo componen y
dividir este niimero por el nimero total de eventos elementales.

Este método de encontrar probabilidades, basdndose en la equiprobabilidad de los
posibles resultados, es conocido como la definicién cldsica de probabilidad. Segin
esta definicién, la probabilidad de un evento A se calcula de la siguiente manera:

P(A) __ # de eventos elementales que producen la ocurrencia de A
- # total de eventos elementales

relacién que es exactamente la misma que la que hemos dado anteriormente.

Debe tenerse presente que esta manera de calcular probabilidades puede aplicarse
unicamente cuando se ha determinado que los posibles resultados del experimento
aleatorio son equiprobables.

En algunos casos se tienen experimentos aleatorios en donde intervienen
“simetrias”, las cuales hacen que tales experimentos se puedan considerar
equivalentes a una eleccién al azar. Un ejemplo tipico de esa situacion se presenta
al considerar el experimento consistente en lanzar un dado sobre una mesa y observar
el nimero que muestra finalmente su cara superior. Si se trata de un dado simétrico
y balanceado, por consideraciones de simetria, este experimento puede considerarse
equivalente a seleccionar al azar un niimero del conjunto {1,2, 3,4, 5,6}, de tal manera
que la probabilidad de cada uno de sus posibles resultados es igual a %.
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EjeEmPLO 2.10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un paquete
de dos bolas de una urna, la cual contiene 4 bolas rojas y 6 bolas blancas. ;Cudl es
la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas sean de color rojo?

Solucion

Dado que la eleccion es al azar y que el nimero de paquetes de dos bolas que se
pueden obtener como resultado del experimento es igual a 45, se puede concluir que
la obtencion de cada uno de esos paquetes es igual a ﬁ. Por otra parte, de los 45
posibles paquetes de dos bolas, hay 6 en los cuales las dos bolas son rojas. Por lo
tanto, la probabilidad que se busca es igual a %.

A

Como ya dijimos, el concepto de eleccién al azar puede aplicarse de manera parcial
y esto ser suficiente para determinar la funcién de probabilidad. Como ilustracion
consideremos el siguiente ejemplo:

EjempPLO 2.11. Una primera urna contiene 2 bolas rojas y 4 blancas; una sequnda
urna contiene 8 bolas rojas y 7 blancas; y una tercera urna contiene 6 bolas rojas y
4 blancas. Un experimento aleatorio consiste de dos partes, en la primera parte se
selecciona una urna al azar y en la sequnda parte se selecciona al azar una bola de la
urna elegida en la primera parte. ;Cudl es la probabilidad de que se seleccione una
bola roja?*

Solucion

El espacio muestral de este experimento aleatorio tiene 31 elementos, uno por cada
una de las posibles bolas que se seleccionan. Representemos por Ry, Ry las bolas rojas
de la primera urna; por Rs, R4, Rs, Rg, R7, Rg, Ry, R19 las bolas rojas de la sequnda
urna, etc. De la misma manera, representemos las bolas blancas de la primera urna
por By, Bs, B3, By, etc., y consideremos, para i € {1,2,3}, los siguientes eventos:

A;: Se elige la i-ésima urna.
B: Se selecciona una bola roja.

Como la eleccion de la urna se realiza al azar, se tiene, P(A;) = % Por otra parte,
dado que, una vez seleccionada la urna, la eleccion de la bola se realiza también al
azar, la probabilidad de seleccionar cualquiera de las bolas de la primera urna es
la misma para todas ellas; lo mismo puede decirse de la probabilidad de seleccionar

1En realidad en este problema estd implicito el concepto de probabilidad condicional, el cual
se introduce mds adelante. Se trata aqui inicamente para ilustrar el hecho de que el concepto de
eleccion al azar permite encontrar la funcién de probabilidad, incluso en casos en donde los posibles
resultados del experimento no son equiprobables.
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cualquiera de las bolas de la sequnda o de la tercera urna (sin embargo, la probabilidad
de seleccionar cualquiera de las 31 bolas no es la misma para todas ellas). Llamemos
pi a la probabilidad comin de seleccionar cualquiera de las bolas de la i-ésima urna.
Los eventos A; tienen la siguiente representacion.:

Al - {Rh R27B17 B27 B37 B4}
A2 = {R37R47R57 R6>R77R87 R97 R107 B57 BG7B77 BSnga BlOaBll}
A3 - {R117R127R137 R147R157R167 Bl?; B137B147 Bl5}

Ast que, aplicando la propiedad de la aditividad finita, se tiene:

% = P(Al) = 6p1
: = P(Ay) = 15p,
5 = P(A;3) = 10ps

Por lo tanto, p1 = 15, p2 = 3£ Y D3 = 35-

Finalmente, aplicando nuevamente la propiedad de la aditividad finita, se tiene:
_ 2,8 , 6 _ 2

P(B)=15+ 35 +3% =&

Una aplicacion general de esta idea se realizard posteriormente en el estudio del
muestreo aleatorio.

2.5. Probabilidad condicional

En ocasiones un experimento aleatorio estd compuesto por varios experimentos, tam-
bién aleatorios, los cuales se realizan uno después del otro. Un ejemplo tipico de
esta situacién se obtiene al considerar n elecciones sucesivas, todas ellas al azar, de
elementos de una determinada poblacién. El resultado de cada parte puede ser in-
dependiente o depender de las partes anteriores. En general en estos casos lo que se
tiene a la mano para iniciar el proceso de calcular probabilidades son probabilida-
des de eventos relativos a cada parte del experimento, condicionadas a lo que haya
ocurrido en las primeras partes. Este tipo de probabilidades es conocido con el nom-
bre de probabilidades condicionales. Como ilustracién, consideremos el ejemplo
siguiente:

EJEmMPLO 2.12. Una urna contiene 3 bolas rojas y 6 bolas negras. Un experimento
aleatorio consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al azar una bola de la
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urna y se deja fuera de ésta, en la sequnda, se selecciona al azar una de las bolas
restantes en la urna.

Denotemos por Bi, Bo, B3, By, Bs, Bg, By, Bg, By las 9 bolas de la urna. Cada posible
resultado del experimento aleatorio puede entonces representarse mediante una pareja
(Bi, Bj), con i # j, en donde B; representa el resultado de la primera eleccion y B,
el de la seqgunda. FEl espacio muestral consta asi de 72 elementos.

La descripcion del experimento no da directamente la probabilidad de cada uno de estos
posibles resultados, en cambio, se obtiene inmediatamente la siguiente informacion:

Como la eleccion de la primera bola se realiza al azar, cualquiera de las bolas en la
urna tiene la misma probabilidad de ser elegida, de manera que si, parai € {1,...,9},
definimos los siguientes eventos:

B!: En la primera eleccion se obtiene la bola B;,

se tiene:

B! = {(B;, B), (B;, Bs),...(Bi, Bi_1), (Bi, Biy1), - . . (Bi, Bo) }
y P(B}) = § para toda i.

Por otra parte, una vez seleccionada la primera bola, la eleccion de la seqgunda se
realiza también al azar, de manera que todas las bolas restantes tienen la misma
probabilidad de ser elegidas. Esto significa que, para cada i € {1,...,9}, las proba-
bilidades de cada uno de los 8 posibles resultados que componen el evento B}, son
1quales.

Con esta informacion se puede obtener la probabilidad de cada uno de los posibles re-
sultados del experimento pues siendo 8 los elementos que componen cada B}, teniendo
todos ellos la misma probabilidad y la suma de ellas siendo igual a %, se concluye que
la probabilidad de cada uno de ellos es %

A

Las probabilidades relacionadas con la segunda parte del experimento del tltimo
ejemplo pueden calificarse como condicionales pues se obtienen condicionadas a lo
que ocurrio en la primera parte. Podrfamos escribir éstas de la siguiente manera:

P(B}|B}) = g para j € {1,...,9}, j #1i

en donde BJ2 representa al evento ‘en la segunda eleccién se obtiene la bola B;’.
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Las probabilidades asi definidas se leen: la probabilidad condicional del evento B?
dada la ocurrencia del evento Bj}.

Lo que hemos visto en el ejemplo anterior es que a partir de las probabilidades P(B})
y P(B3|B}) es posible obtener las probabilidades P(B} N B}) = P ((B;, By)).

A continuacién se muestra como estas ideas pueden extenderse a una situacién ge-
neral y obtener asi una herramienta mds que nos permitird extender la funcién de

probabilidad.

Una probabilidad condicional tiene un sentido muy claro en los casos en que se trata
de la probabilidad de un evento que depende de una segunda parte de un experimento,
condicionada a lo que ocurra en la primera parte de éste. En el caso general de cual-
quier experimento aleatorio, es posible definir el concepto de probabilidad condicional
de un evento B dada la ocurrencia de un evento A, pero cambiando el enfoque.

Decir que un evento A ocurre equivale a decir que ocurre alguno de los posibles
resultados que lo componen; en otras palabras los posibles resultados del experimento
aleatorio no son ya todos los elementos del espacio muestral sino tinicamente aquellos
que conforman el evento A. También se puede dar la misma idea diciendo que, cuando
el evento A ocurre, el espacio muestral se reduce y queda conformado exclusivamente
por los posibles resultados que componen al evento A. La pregunta es: jqué relacién
existe entre la probabilidad de un evento B, calculada con relacién a todo el espacio
muestral, con la probabilidad del evento B, calculada con relacién al espacio muestral
restringido? Obviamente estas probabilidades no tienen que ser iguales pues, por
ejemplo, dado que A ocurre, la ocurrencia de A se vuelve segura, es decir, se tiene
P(A|A) = 1; pero A puede tener cualquier otra probabilidad, tomandola con relacién
a todo el espacio muestral.

Dado que el evento A ocurre, un evento B ocurre si y sélo si ocurre A N B, es decir,
se debe de tener P(B | A) = P(AN B | A), de manera que el problema se reduce a
determinar cudl es la probabilidad de un subconjunto del espacio muestral restringido,
con relacion a éste.

De acuerdo con el significado que queremos darle a la probabilidad de un evento, como
una medida del que tan facilmente ocurre éste al realizar el experimento aleatorio,
podemos asumir que las probabilidades en el espacio muestral restringido deben asig-
narse de tal manera que entre ellas guarden la misma proporcién que la que guardan
en el espacio muestral original. En otras palabras, si D, y D, son eventos cualesquiera
contenidos en A entonces se debe tener:

P(D2) _ P(D2|4)
P(D1) = P(D1]A)
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Es decir:

P(D2) _ _P(D1)
P(D2|A) ©— P(D1]A)

=c
en donde ¢ depende exclusivamente del evento A.

Por otra parte, sabemos que P(A|A) = 1, de lo cual se obtiene ¢ = P(A) y, entonces,

P(D | A) = %, para cualquier evento D C A.

Ademéds, P(B | A) = P(AN B | A), para cualquier evento B.
Asi, podemos concluir que la siguiente definicién es la adecuada:

DEFINICION 2.13 (Probabilidad condicional). Sean A y B dos eventos y supon-

gamos P(A) > 0, se define la probabilidad condicional de B, dada la ocurrencia de
A, P(B|A), mediante la formula:

P(B|A) =

Siendo la probabilidad condicional una probabilidad calculada en un espacio muestral
reducido, es de esperarse que ésta tenga las mismas propiedades que cualquier funcién
de probabilidad. En efecto, esto es asi, como se demuestra en seguida, de manera que
la probabilidad condicional satisface las mismas propiedades que se obtienen como
corolarios para cualquier funcién de probabilidad, por ejemplo, la propiedad de la
aditividad finita, la regla de la suma, etc.

PROPOSICION 2.14. Dado un evento A de probabilidad positiva, la funcion que asigna
a cada evento B el nimero real P(B | A), de acuerdo con la definicion 2.13, es una
funcion de probabilidad, de acuerdo con la definicion 1.35.

Demostracién
La funcién asf definida es claramente no negativa, ademas:

_ PUne) _ PGy _
PO A) =" =5 =1

Si B y C son eventos mutuamente excluyentes, entonces:

_ P[AN(BUC)] __ P[(ANB)U(ANC)] _ P(ANB)+P(ANC)
P(BUC |A) = P(A) - P(A) - P(A)

A ANC
= P00 PO — P(B | A) + P(C | A)
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EJEmMPLO 2.15. Una urna contiene tarjetas numeradas del 1 al n, de tal manera que,
al seleccionar una de ellas al azar, la probabilidad de obtener un nimero dado es pro-
porcional a su magnitud. Si se selecciona una tarjeta al azar, scudl es la probabilidad
de que esté marcada con el nimero 1 en cada uno de los dos casos siguientes: a) sin
disponer de informacion adicional y b) sabiendo que la bola seleccionada esta marcada
con algun nimero entre 1 ym (1 <m <n)?

Solucion

a. Consideremos, para cada k € {1,...,n}, al evento Ay: la tarjeta seleccionada estd

marcada con el nimero k. Se sabe que P(Ay) = ck, en donde ¢ es una constante;
ademds, Y ._, P(A) = 1, es decir, ¢ p_ k = 1, asi que ¢ = —%— y, entonces,

A T)
P(Ay) = mk, de manera que, P(A;) =

2
n(n+1)°

b. Consideremos, para cada m € {1,...,n}, al evento B,: la tarjeta estd marcada
con algin nimero entre 1 y m (inclusive). Se tiene:

P(Bu) = S0y P(A) = gy Sy b = Tt

Ast que:

P(A1| Bp) = "33 = 555 = e

Obsérvese que el resultado corresponde a la idea de que una probabilidad condicional
consiste en una probabilidad calculada en un espacio muestral reducido, a saber, el
que corresponde a la condicion. El saber que la tarjeta que se obtiene estd marcada
con algiun nimero entre 1 y m es equivalente a decir que lo que se tiene es una urna
con tarjetas numeradas del 1 al m de tal manera que, al seleccionar una de ellas al
azar, la probabilidad de obtener un nimero dado es proporcional a su magnitud.

EJEMPLO 2.16. Sea C' un evento de probabilidad positiva y A, B dos eventos tales
que, dado que C ocurre, la probabilidad de que A ocurra es %, la probabilidad de que
B ocurra es % y la probabilidad de que mo ocurra mi A ni B es g. Encuentre la
probabilidad de que a) ocurra al menos uno de los dos eventos A y B, b) ocurran los
dos eventos A y B y ¢) ocurra exactamente uno de los dos eventos A y B, sabiendo,

en los 3 casos, que C' ocurre.

Solucion

b. P(ANB|C)=P(A|C)+P(B|C)~P(AUB|C)=5+5—5=
c. (A—ANB|CO)+P(B-ANB|C)=2-143_

)
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EJEMPLO 2.17. Una cierta fruta crece en dos regiones X y Y, las cuales en ocasiones
estan infectadas con una plaga que puede danar la fruta. Es sabido que la probabilidad
de que la region X esté infectada es igual a %, la probabilidad de que la region Y lo
esté es igual a % y la probabilidad de que alguna de las dos regiones esté infectada es
wqual a ‘—;. Dado que un envio de fruta que viene de la region X estd infectado con la
plaga, ;cudl es la probabilidad de que la region Y también se encuentre infectada?

Solucion

St llamamos A y B a los eventos ‘la region X estd infectada con la plaga’ y ‘la region
Y estd infectada con la plaga’, respectivamente, se sabe P(A) = %, P(B) = % y
P(AUB) = %, ast que:

P(ANB) = P(A)+ P(B) ~ P(AUB) =243 —4=1

Por lo tanto:

P(ANB -+
P(B|A) = ;,(QQ:?:g

2.6. Regla del producto

La definicién de probabilidad condicional puede utilizarse en dos sentidos diferentes;
por un lado, se puede utilizar de manera directa para calcular la probabilidad de un
evento B, dado que ocurre algiin otro evento A, es decir, con respecto a un espacio
muestral reducido; por otro lado, la definicién puede expresarse en la forma siguiente:

P(AN B) = P(B|A)P(A)

relacién que es conocida como la regla del producto (para dos eventos).

Esta forma, si bien expresa exactamente la misma relaciéon que la forma original, se
aplica en un sentido muy distinto pues permite calcular la probabilidad de una inter-
seccién de eventos en aquellos casos en que la probabilidad condicional de la férmula
puede obtenerse de manera directa. Esta idea ya la aplicamos en el ejemplo 2.12 en
el cual las condiciones del problema determinaban algunas probabilidades no condi-
cionales y otras condicionales; a partir de ambas, se pudo establecer la probabilidad
de ocurrencia de cada uno de los posibles resultados del experimento aleatorio, los
cuales consisten, en ese caso, de intersecciones de eventos.

La idea general que puede establecerse aqui es la siguiente:
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Dado un determinado experimento aleatorio, se trata de establecer, con
base en las caracteristicas del experimento, las probabilidades (condi-
cionales o no) de una clase particular de eventos. Una vez establecidas
éstas, el problema radica en extender la funcién de probabilidad a una
clase de eventos tan amplia como sea posible, utilizando las propiedades
que tiene la funcién de probabilidad. Las probabilidades condicionales que
puedan asignarse en la primera parte de este proceso no se calculan con
base en la definicién, sino que mds bien se establecen como caracteristicas
que se imponen al modelo matematico que estamos construyendo para el
experimento aleatorio en consideracién. En la segunda parte del proceso,
las propiedades basicas de la funcién de probabilidad, las cuales permiten
su extensién, son la regla de la suma y la del producto.

La regla del producto, establecida para dos eventos, puede generalizarse al caso de n
eventos, obteniéndose asi la forma general de la regla del producto, la cual, junto a
la forma general de la regla de la suma, constituye, como ya lo mencionamos, una de
las herramientas bésicas en el Célculo de Probabilidades.

ProposicioN 2.18 (Regla del producto). Sean Aq,..., A, n eventos tales que
P(A1N...NA,_1) >0, entonces:

P(N?_1Ar) = P(A,JA1N...NA,_1)--- P(As| A1) P(Ay)

La demostracién de esta proposicién se deja como ejercicio.

EJEMPLO 2.19. Una urna contiene 15 bolas negras y 10 bolas blancas. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar al azar, una por una, 10 bolas de la urna, de tal
manera que cada bola seleccionada se deja fuera de la urna. Calcule la probabilidad
de que la primera bola blanca se obtenga en la quinta eleccion.

Solucion

Sea Ny, el evento ‘se obtiene bola negra en la k-ésima eleccion’ y By el evento ‘se
obtiene bola blanca en la k-ésima eleccion’, entonces:

P(N; N NanN N3N NyN Bs)
= P(Bs | NN NyN N3N Ny)P(Ny | Ny No N Ns)--- P(Ny)

_ 1012131415 _ 13 _
72122232425 0 253 0.051383

EJEMPLO 2.20. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de N cajas,
hasta que alguna caja llegue a tener 2 bolas.;Cudl es la probabilidad de que el proceso
termine en el paso n, en donde2 <n < N +17
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Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A: el proceso termina en el paso n.

By: la k-éstma bola que se coloca queda en una caja desocupada.

B: la n-ésima bola que se coloca queda en una caja ocupada.

Se tiene:

P(A)=P(BynN---NB,_1NB)

=PB|BiN---NB,_1)---P(By| B1)P(B)

= (n) (2 (M) () = (55) (1 ) (- 2) - (1 252)
EsempLO 2.21. Cada uno de n palillos se rompe en una parte corta y una parte
larga; inmediatamente después se forman n parejas al azar, con las 2n partes que se
obtienen. ;Cudl es la probabilidad de que a) cada una de las n parejas esté formada

por una parte corta y una larga? y b) cada una de las n parejas quede formada como
lo estaba antes de romper los palillos?

Solucion

a. Se puede asumir que la formacion de las nuevas n parejas se forman eligiendo al
azar cada una de las parejas de manera consecutiva. Sea entonces A el evento ‘la
pareja numero k estd formada por una parte corta y una larga’.

Dadas r partes cortas y r partes largas, si se seleccionan 2 al azar, la probabilidad de
que se elija una parte corta y una parte larga estd dada por % = 5., ast que:
2

P(A N~ NA) =P(A, | A1O N Ayy) - P(Ay | A))P(A)

n—2 n-1 n _ nl(2)4)-(2n—4)(2n—2)(2n) _ 27(n!)?

12
13 2n—>5 2n—3 2n—1 (2n)! (2n)!

b. Sea By, el evento ‘la pareja nimero k forma uno de los palillos originales’. Dados r
palillos cortados, cada uno en una parte corta y una larga, si se seleccionan 2 partes al

azar, la probabilidad de que correspondan al mismo palillo estd dada por (QLT) = ﬁ,
2

ast que:
P(Bin---NB,)=P(B,|BiN---NB,_1)--P(By | B1)P(B)

1 1 1 (2)(4)--(2n—4)(2n—2)(2n) __ 27p!
!

- — (2n)!

11
13 2n—52n—32n—1 (2n)
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EJEMPLO 2.22. En un concurso se colocan tres puertas y detrds de ellas se colocan
al azar tres premios, uno de los cuales es un automdvil y los otros dos son pequenos
regalos de consolacion. A cada concursante se le asigna inicialmente la puerta nimero
1, pero otra persona, que puede ver como estdn colocados los premios, abre alguna de
las puertas 2 y 3 en donde no se encuentre el automdouvil, de tal manera que, st no
se encuentra en ninguna de ellas, abre la nimero 2 con probabilidad p y la nimero 3
con probabilidad 1 — p. El concursante, quien conoce el valor de p, tiene entonces la
opcion de escoger cualquiera de las dos puertas que se encuentren cerradas. ;Cudl es
la mejor estrategia del concursante para tratar de consequir el automduvil?

Solucion
El espacio muestral del experimento aleatorio estd dado por:
0 ={(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}

en donde, en cada pareja de numeros, el primero indica la puerta detrds de la cual
se coloca el automduvil y el sequndo indica la puerta que se abre para ser mostrada al
concursante.

Utilizando la regla del producto, se tiene:

P((1,2)] = 3p
P[(1,3)] = 3(1 - p)
P((2,3)] =3
P((3,2)] =3

Definamos ahora los eventos:
A: el automdvil se encuentra detrds de la puerta nimero 1.
B: la puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2.

C': la puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 3.

El primer andlisis que se puede hacer consiste en decir que, como P(A) = %, entonces,

antes de que se muestre al concursante la puerta que se abre, la mejor estrategia
consiste en cambiar de puerta, teniendo asi una probabilidad de ganar el automouvil
tgual a % Sin embargo conviene hacer un andlisis mds detallado pues pudiera ser que
la ocurrencia de B o de C' incremente la probabilidad de A.

1
Se tiene P(A | B) = ng(‘g?) — %;’f% — #
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Ahora bien, la funcion f(p) = ]ﬁ, definida en el intervalo [0, 1], es creciente, de ma-
nera que su valor mdazximo es f(1) = % Por lo tanto, si B ocurre, la mejor estrategia
para el concursante continia siendo la de cambiar de puerta, independientemente del
valor de p. Evidentemente, la conclusion es la misma en caso de que C' ocurra. Asi
que, en cualquier caso, la mejor estrategia consiste en cambiar de puerta.

2.7. Independencia estocastica

Hemos visto que la probabilidad condicional de un evento B, dada la ocurrencia
de un evento A, es una probabilidad calculada con respecto a un espacio muestral
reducido, el que queda conformado tunicamente por aquellos posibles resultados del
experimento aleatorio para los cuales el evento A ocurre. En general, la probabilidad
de ocurrencia de un evento B se altera al reducirse el espacio muestral; tal fue el caso
del ejemplo 2.15, en donde se obtiene P(A;) = ﬁ, mientras que al condicionar con

la ocurrencia del evento B,,, se tiene P(A;|B,,) = ;- Esto puede interpretarse

T
diciendo que la probabilidad de ocurrencia del evento B no es independiente de la
ocurrencia del evento A. De la misma manera, en los casos en que la ocurrencia de
un evento A no altere la probabilidad de ocurrencia de un evento B, se puede hablar
de independencia de la probabilidad de ocurrencia de B con respecto a la ocurrencia

de A. En esta tltima situacion se tiene la siguiente relacion:
P(B|A) = P(B)

de la cual se sigue, asumiendo P(B) > 0:

_ PUNB) _ PBIAPM) _ PBIPG) _
PUAIB) =Gy == — rey P

Es decir, si la probabilidad de ocurrencia de un evento B es independiente de la
ocurrencia de un evento A, entonces la probabilidad de ocurrencia del evento A es
también independiente de la ocurrencia de B. En otras palabras, se puede decir sim-
plemente que los eventos A y B son estocédsticamente independientes. Fl calificativo
de estocdstico es mecesario pues lo que es independiente de la ocurrencia de uno de
los eventos es la probabilidad de ocurrencia del otro, y no simplemente su ocurrencia.

De la condicién de independencia estocédstica entre dos eventos A y B, se obtiene:
P(ANB)= P(A|B)P(B) = P(A)P(B)

La relacion entre el primer término y el tltimo de estas igualdades establece una
férmula que tiene la virtud de eliminar la restriccion de que las probabilidades de
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los eventos A y B tengan que ser positivas, como en la forma que utiliza probabili-
dades condicionales. Por tal motivo, ésta es la forma que se utiliza para definir la
independencia estocdstica de dos eventos.

DEFINICION 2.23 (Independencia de 2 eventos). Se dice que dos eventos A y B
son estocdsticamente independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

Al igual que la férmula que establece la definicién de probabilidad condicional, la
férmula que establece la independencia estocédstica de dos eventos se utiliza en dos
sentidos diferentes. Por un lado, una vez que se ha encontrado la probabilidad de
cualquier evento, se puede utilizar para determinar cudndo dos eventos dados son
estocdsticamente independientes. Este uso se ilustra en el ejemplo siguiente:

EJEMPLO 2.24. En una escuela, las estadisticas muestran que la probabilidad de que
un estudiante pase Quimica es 0.35, la probabilidad de que pase Fisica es 0.4 y la
probabilidad de que pase ambas es 0.1. Sea A el evento ‘un estudiante elegido al azar
pasa Quimica’ y B el evento ‘un estudiante elegido al azar pasa Fisica’. ;Son A y B
eventos independientes?

Solucion

P(A)P(B) = (0.35)(0.4) = 0.14 # P(AN B). Por lo tanto, A y B no son indepen-

dientes.
A

Por otro lado, en ocasiones se sabe, por las caracteristicas del experimento, que de-
terminadas parejas de eventos resultan independientes y entonces la relacién que
establece la independencia estocdstica de eventos se impone como condicién al mo-
delo matematico que se estd construyendo. Un ejemplo tipico de esta situacion se
presenta cuando el experimento aleatorio en consideraciéon estd compuesto por dos
experimentos, los cuales son independientes entre si y entonces, si A es un evento
cuya ocurrencia o no ocurrencia depende exclusivamente de alguno de esos experi-
mentos y B es otro evento cuya ocurrencia o no ocurrencia depende exclusivamente
del otro, esos eventos deben de ser estocasticamente independientes dentro de cual-
quier modelo matemético que se construya para el experimento aleatorio compuesto.
Los siguientes 2 ejemplos ilustran estas ideas.

EJjEMPLO 2.25. Una urna contiene 3 bolas rojas y 6 bolas negras. Un experimento
aleatorio consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al azar una bola de la
urna y se regresa a la misma, en la sequnda, nuevamente se selecciona al azar una
de las bolas de la urna.

Denotemos por By, By, B3, By, Bs, Bg, B7, Bg, By las 9 bolas de la urna. Cada posible
resultado del experimento aleatorio puede entonces representarse mediante una pareja
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(Bi,Bj) con i,j € {1,...,9}, en donde B; representa el resultado de la primera
eleccion y B; el de la sequnda. El espacio muestral consta as? de 81 elementos.

Como la eleccion de la primera bola se realiza al azar, cualquiera de las bolas en la
urna tiene la misma probabilidad de ser elegida, de manera que si, parai € {1,...,9},
definimos los siguientes eventos:

Bl: En la primera eleccion se obtiene la bola B;,
se tiene, P(B}) = § para toda i.

Por otra parte, la eleccion de la seqgunda bola se realiza también al azar de entre todas
las bolas de la uwrna original, de manera que si, para j € {1,...,9}, definimos los
siguientes eventos:

BJQ- : En la seqgunda eleccion se obtiene la bola Bj,

se tiene, P(B}) = § para toda j.
Ahora bien, como las dos elecciones son independientes una de la otra, los eventos B}
Y BJZ (i,7 € {1,...,9}) son independientes y entonces se debe de imponer la condicion

P(B! N B}) = P(BYP(BY) = &

Pero las intersecciones B} N sz representan a los posibles resultados del experimento
aleatorio y entonces se concluye que cada uno de ellos tiene una probabilidad igual a
1

EJjEMPLO 2.26. Un sistema contra incendios estd compuesto por dos mecanismos,
cada uno de los cuales lo activa automdticamente en caso de un incendio. Se ha
determinado, con base en la experiencia, que cuando hay un incendio, el primer
mecanismo activa el sistema en 95% de los casos, mientras que el otro mecanismo,
que actia en forma independiente del primero, lo hace en 85% de los casos. Si un
incendio comienza en un edificio que tiene instalado dicho sistema, a) ;cudl es la
probabilidad de que el sistema sea activado? b) Dado que el sistema es activado,
scudl es la probabilidad de que el primer mecanismo funcione correctamente?

Solucion

Consideremos el evento A: ‘el sistema es activado’ y, para i € {1,2}, los eventos A;:
‘el mecanismo i activa el sistema’. Se tiene entonces:

= P(Ay) + P(A3) — P(A1)P(A3) = 0.95 + 0.85 — (0.95)(0.85) = 0.9925
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_ P(Ain4) _ P(A1) _ 095 __
b. P(A; | A) = P(lA) = P(Al) = 58098 = 0.957179

A
Cabe hacer énfasis en el hecho de que la independencia estocédstica entre dos eventos

establece una relacién entre probabilidades de eventos y no unicamente entre los
eventos mismos. Para ilustrar este punto consideremos el ejemplo siguiente:

EsEMPLO 2.27. Una urna contiene 2 bolas rojas y 2 bolas negras. Un experimento
aleatorio consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al azar una bola de la
urna y se regresa a la misma, en la sequnda, nuevamente se selecciona al azar una de
las bolas de la urna. Se considera como resultado del experimento a la pareja ordenada
de colores que se obtiene.

El espacio muestral de este experimento aleatorio se puede representar de la siguiente
manera:

Q:{<BvN)7(B7B)7(N7B>7<N’N>}

La probabilidad de cada uno de estos posibles resultados se puede calcular de manera
similar a como se obtuvieron las probabilidades de los posibles resultados en el ejemplo
previo, obteniéndose que cada uno de ellos tiene una probabilidad igual a 711'

Consideremos ahora los siguientes eventos:

A: La primera bola seleccionada es roja.

B: Las dos bolas seleccionadas son de distinto color.
Utilizando la propiedad de la aditividad finita, se tiene:
P(A) = P({(B,N), (B, B)}) =

N =

P(B) = P({(B,N),(N,B)}) =

N =

P(ANB) = P{(B,N)}) =

1
4
Entonces, P(AN B) = P(A)P(B), ast que los eventos A y B son estocdsticamente

independientes.

Consideremos ahora el mismo experimento aleatorio, pero con una urna que contiene
2 bolas rojas y 4 bolas negras. El espacio muestral de este nuevo experimento sigue
siendo el mismo, a saber:

Q={(R,N),(R,R),(N,R),(N,N)}



54 2. LAS REGLAS BASICAS

La probabilidad de cada uno de los posibles resultados se calcula de la misma manera
que antes, obteniéndose:

s
——
&
3
=z

I
NeJlWV]

o Oy O

Considerando los mismos eventos A y B que antes, se tiene:
P(A)=P{(R,N),(R,R)}) =3
P(B) = P({(R,N),(N,R)}) = 4
P(ANB)=P({(R.N)}) =3

9

Entonces P(ANB) # P(A)P(B), ast que los eventos A y B no son estocdsticamente
independientes.

De esta manera hemos mostrado que se puede definir un espacio muestral y dos
eventos A y B relativos a ese espacio muestral de tal manera que, con una cierta
astgnacion de probabilidades, los eventos A y B resultan ser estocdsticamente inde-
pendientes, mientras que, con otra asignacion de probabilidades, resultan no serlo. La

propiedad de independencia involucra entonces a la funcion de probabilidad de manera
determinante.

A

El concepto de independencia estocdstica asf como su utilizacién en los dos sentidos
mencionados antes se puede extender al caso de mds de dos eventos. Diremos que
n eventos A, ..., A,, relativos todos a un determinado experimento aleatorio, son
estocédsticamente independientes si la probabilidad de ocurrencia de cualquiera de
ellos no es afectada por la ocurrencia de los otros. En otras palabras, si la probabilidad
de ocurrencia de cualquier evento A; (j € {1,...,n}) no cambia dada la ocurrencia
de cualquier subcoleccién A;,,..., A , es decir:

P(Aj|Aj, -+ Aj,) = P(Ay),

en donde, para k € {1,....m}, jr€{1,....n}y i & {ji, - Jm}-

Estas relaciones en términos de probabilidades condicionales pueden transformarse
en términos de probabilidades de intersecciones, lo cual es més adecuado pues, como
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en el caso de dos eventos, elimina la restriccién de que los eventos en consideracién
deban tener probabilidad positiva. Es por esto que la definicién se da en los siguientes
términos:

DEFINICION 2.28 (Independencia de n eventos). Se dice que n eventos Ay, ..., A,
son estocdsticamente independientes si dada cualquier subcoleccion de ellos, A, , ..., A
conl < jp < - < jm, Se tiene:

jm?
P(Aj, NN A;,) = P(A;)--- P(4;,)
Debemos observar que, para que n eventos sean estocasticamente independientes, no

basta con pedir que lo sean por parejas. Un ejemplo ilustrard este hecho.

EJEmMPLO 2.29. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar 2 veces
consecutivas una moneda balanceada. FEl espacio muestral de este experimento se
puede representar de la siguiente manera:

Q= {<A7 S)v (A? A)? (S7 A)v (S, S)}
en donde S representa cara y A representa cruz.

La probabilidad de cada uno de los elementos del espacio muestral se puede calcular
inmediatamente asumiendo que los resultados de ambos lanzamientos son indepen-

dientes uno del otro, obteniéndose que la probabilidad de cada elemento es igual a
1

Z.

Consideremos ahora los siguientes eventos:
A: Se obtiene cara en el primer lanzamiento.
B: Se obtiene cara en el sequndo lanzamiento.

C': Se obtiene el mismo resultado en los dos lanzamientos.

Los eventos A,B y C son estocdsticamente independientes por parejas, en efecto, se
tiene:

P(A) =i, PB)=1% P(C)=1% P(ANB)=1%, P(ANC) =1y P(BNC) =1, asi
que,

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C) y P(BN C) = P(B)P(C).
Pero P(ANBNC) = §, de manera que P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C).

La no independencia de los 3 eventos es intuitivamente clara pues existe una depen-
dencia entre ellos; efectivamente, cuando el evento A ocurre entonces B ocurre si y



56 2. LAS REGLAS BASICAS

sdlo si C ocurre. También se puede ver la dependencia entre los 3 eventos observando
que dada la ocurrencia de A y B, el evento C' se convierte en el evento seguro.

A

Por otra parte, también se puede mostrar que dados 3 eventos A, B y C, se puede
cumplir la relacion P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) sin que los eventos sean inde-
pendientes (ver ejercicio 2.27).

EJEMPLO 2.30. En la bisqueda de un libro, un estudiante tiene acceso a 3 bibliotecas,
cada una de las cuales opera en forma independiente de las otras. Para cada biblioteca,
la probabilidad de poseer el libro es igual a % y, st lo posee, la probabilidad de que
se encuentre prestado es también igual a % Encuentre la probabilidad de que el

estudiante consiga el libro en alguna de las 3 bibliotecas.
Solucion

Consideremos, para k € {1,2,3}, los eventos Ay: ‘la biblioteca k posee el libro’, By:
‘la biblioteca k tiene prestado el libro’ y Cy: ‘el estudiante consigue el libro en la
biblioteca k’. Ademds, sea C el evento ‘el estudiante consigue el libro en alguna de
las 3 bibliotecas’. Se tiene entonces:

P(C§) = P(Ax N By) + P(A}) = P(By | Ap)P(Ar) + P(A7) = 35+ 5 =1
P(C)=1-P(C%) =1— P(C;NC5NCS) =1 — P(C5)P(CS)P(CS)
—1-(3)° =% = 0578125

Ejemprro 2.31. Calcule la probabilidad de que al lanzar n veces un dado se obtenga
por lo menos un 6.

Solucion

Consideremos, para k € {1,...,n}, el evento Ay: ‘se obtiene 6 en el k-ésimo lanza-
miento’ y sea B, el evento ‘se obtiene por lo menos un 6 en los n lanzamientos’. Se
tiene entonces:

P(B,) =1-P(B;)=P(AiN---NA)) =1-P(A) - P(A;) =1~ (3)"

Este problema estd relacionado con uno de los primeros problemas de probabilidad que
se plantearon. Se pregquntaba cudntos lanzamientos de un dado se requieren para que
sea mas favorable obtener por lo menos un 6 que no obtenerlo. Obsérvese que P(B,)
crece con n, siendo su valor mds pequeno é y su valor limite, cuando n ~ oo, 1. Para
alguna n, P(B,,) pasa entonces de un valor menor o igual a % a un valor mayor que
%. El problema planteado es entonces equivalente a prequntarse a partir de que n se
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tiene P(B,) > %. Tomando en consideracion el valor de P(B,) encontrado arriba,

2
se busca el mds pequeno nimero natural n tal que (§)n < %; es decir nln% < —In2.

6
Resolviendo esta desigualdad, se obtiene n > 4.

EjeMPLO 2.32. Cada una de n bolas se va colocando al azar en cualquiera de N cajas.
s Cudnto debe valer n para que sea mds favorable la ocupacion de la primera caja?*

Solucion

En este caso el experimento consiste en la colocacion de n bolas en N cajas, el cual
estd compuesto de n experimentos independientes, consistentes cada uno de ellos en
la colocacion al azar de una de las bolas en cualquiera de las N cajas. Consideremos
entonces los eventos siquientes:

A: la primera caja es ocupada por alguna de las n bolas.
A; ¢ la primera caja es ocupada por la i-ésima bola.

Tenemos entonces:
P(A)=1-P(A) =1—-P(ASN---NAS) =1—P(AS) - P(AS) =1 — (B2)"

El problema planteado se reduce entonces a encontrar un nimero n que satisfaga la
desigualdad (u)n < L esdecir,n > ——22 <
N 2’ ’ ln(l—%) ’

Si N es grande, se tiene In (1 — %) R —%, as? que entonces se busca n tal que

n (—%) < —1In2, es decir, n > NIn2 ~ 0.7TN.

Como aplicacion de este resultado, supongamos que en una urna hay 32 bolas, de las
cuales unicamente una estd marcada con premio. Si un juego consiste en seleccionar
una bola al azar de la urna (reemplazandola), ;cudntas veces se debe de jugar para
que sea mds favorable obtener por lo menos un premio?

In2 In2
W2 W2 _9)g3
In(1-%) n(1-3;)

Ast que, jugando por lo menos 22 veces, la probabilidad de obtener por lo menos un
premio es mayor que %

EJEMPLO 2.33. Supongamos que n bolas se van colocando, una por una y al azar, en
cualquiera de n cajas. Calcule la probabilidad de que la primera caja quede vacia.

2Este problema, el cual incluye como caso particular el problema del ejemplo anterior, fue
resuelto por Abraham de Moivre en el afio 1717.
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Solucion

Definamos los eventos:

Ag: la bola nimero k no se coloca en la primera caja.

A: la primera caja queda vacia.

Se tiene, P(A) = P(A;N---NA,) = (%)n = ( - l)n

n

St n es grande, obtenemos la aprorimacion:
P(A) = et =0.367879

Es decir, sin es grande, la probabilidad de que la primera caja quede vacia es aproxi-
madamente constante e igual a 0.36788. En particular, es mas probable que la primera
caja quede ocupada.

EJEMPLO 2.34. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de N cajas,
hasta que se ocupe la primera caja, ;cudl es la probabilidad de que el proceso termine
en el paso n?

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A: el proceso termina en el paso n.

B,,_1: la primera caja no es ocupada por ninguna de las primeras n — 1 bolas.

B: la primera caja es ocupada por la n-sima bola.

Se tiene entonces, P(A) = P(B,_-1 N B) = P(B,_1)P(B) = (%)”_1 L.

2.8. Interpretacién objetiva y subjetiva de la probabilidad

Cabe en este momento hacer énfasis en el sentido objetivo que hemos dado a la proba-
bilidad de un evento en los ejemplos considerados hasta este momento. Al construir
un modelo para un determinado experimento aleatorio, hemos buscado que la pro-
babilidad de un evento exprese determinadas propiedades objetivas del experimento
aleatorio. Asi, cuando decimos que la probabilidad de obtener el resultado 5 al lanzar
un dado es é, queremos expresar con eso que las caracteristicas del experimento con-
sistente en lanzar un dado son tales que el lanzamiento del dado equivale a seleccionar
al azar un nimero entre 1 y 6 y entonces se puede construir el modelo basdndonos en
la equiprobabilidad de los posibles resultados.
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La objetividad en la asignacién de probabilidades tiene sentido pues para nosotros un
experimento es aleatorio no porque desconozcamos cual resultado se va a obtener, sino
porque efectivamente caben varias posibilidades en cuanto al resultado, de acuerdo a
como fue planteado en la seccién 1.1. En otras palabras, la aleatoriedad del experi-
mento es objetiva.

No es éste el tnico enfoque que existe en el Célculo de Probabilidades, también se
puede desarrollar éste desde un enfoque subjetivo. Un ejemplo aclarard la diferencia
entre dicho enfoque y el que seguimos en este libro.

EJEMPLO 2.35. Supongamos que tenemos dos cajas, una marcada con el nimero 1 y
otra marcada con el nimero 2, y que en cada una de ellas hay una bola. Supongamos
ademds que sabemos que una de las bolas es roja y la otra blanca, pero desconocemos
cual estd en cada caja. Tomamos entonces la caja nimero 1 y nos preguntamos por
la probabilidad de encontrar ahi la bola roja.

Tal y como estd planteado el problema, no tenemos definido ahi algin experimento
aleatorio pues las bolas ya estdn colocadas una en cada caja, de manera que al tomar
la caja 1 necesariamente encontraremos en ella la bola que estd colocada aht, habiendo
entonces solo un posible resultado. En otras palabras, desde nuestro enfoque, la pro-
babilidad de encontrar la bola roja en la caja 1 es 0 st en ella se encuentra la bola
blanca y es 1 si en ella se encuentra la bola roja.

El azar en este experimento existe sélo en nuestra mente pues si bien la probabilidad
buscada es 0 o 1, desconocemos cual de los dos valores es el correcto.’

Ahora bien, con una interpretacion subjetiva de la probabilidad, podriamos decir que
es igualmente probable encontrar la bola roja o la bola blanca en la caja 1 y entonces
concluir que la probabilidad de encontrar la bola roja en la caja 1 es % Vemos ast que
los diferentes enfoques nos conducen a resultados diferentes.

El problema cambia si lo planteamos de la siguiente manera: Supongamos que tene-
mos dos bolas, una roja y una blanca, y dos cajas, una marcada con el nimero 1 y
otra marcada con el nimero 2; consideramos entonces el experimento consistente en
colocar las bolas al azar, una en cada caja y nos prequntamos por la probabilidad de
que la bola roja quede colocada en la caja 1.

Planteado de esta seqgunda forma, ahora si tenemos definido un experimento aleatorio.
De éste, puede resultar tanto que la bola roja quede colocada en la caja 1, como que

3Con base en esto se podria definir un experimento consistente en que, una vez seleccionada la
caja 1, se elija al azar un color, ya sea rojo o blanco. Tal experimento serfa aleatorio y cabrfa, por
ejemplo, preguntarnos por la probabilidad de que el color elegido coincida con el color de la bola de
la caja.
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quede colocada en la caja 2; y como la colocacion es al azar, podemos partir de la
equiprobabilidad de los dos posibles resultados. De esta manera la probabilidad de que
la bola roja quede colocada en la caja 1 es %

Obsérvese que al valor % encontrado de esta manera podemos darle una interpretacion

frecuentista diciendo que si el experimento aleatorio que hemos definido lo repetimos
muchas veces, aprorimadamente en la mitad de las veces la bola roja quedard colocada
en la caja 1.

Por otra parte, el valor % encontrado desde un enfoque subjetivo, en la primera forma
en que se planted el experimento, no admite una interpretacion frecuentista pues es-
tando ya colocadas las bolas, una en cada caja, una repeticion del experimento consiste
en colocar las bolas exactamente de la misma manera, asi que si el experimento se
repite muchas veces, en todas las repeticiones la bola roja quedard en la caja 1 o en
todas quedard en la caja 2. Sin embargo, cabe aclarar que dentro del enfoque sub-
jetivo, este iltimo hecho no constituye una limitacion pues dentro de ese enfoque la
probabilidad de un evento no es interpretada de acuerdo al principio de regularidad
de las frecuencias.

EJERCICIOS

EJjerciciO 2.1. Un experimento aleatorio admite 1inicamente dos posibles resultados,
uno de ellos ocurre con probabilidad p y el otro con probabilidad p*. Encuentre el
valor de p.

EJERCICIO 2.2. Sean A y B dos eventos tales que P(B) = 0.6 y P(AN B) = 0.2.
Encuentre P(AU B°).

EJERCICIO 2.3. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio y su-
pongamos que la probabilidad de que A ocurra es %, la probabilidad de que B ocurra
es % y la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos eventos A y B es %.
Encuentre la probabilidad de que ocurra A pero no B.

EJjERrRCICIO 2.4. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio y su-
pongamos que la probabilidad de que A ocurra es g, la probabilidad de que B ocurra
es % y la probabilidad de que ocurra A pero no B es % Encuentre la probabilidad de
que a) ocurra al menos uno de los dos eventos A y B y b) ocurra exactamente uno
de los dos eventos A y B.

EJERCICIO 2.5. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio. Su-
pongamos que P(A) = i, P(B) = 3 y P(AN B) = +. Encuentre a) P(AUB), b)

37 12

P(A°UB°) yc¢) P(A°N B).
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EJERCICIO 2.6. La union de dos eventos A y B se puede expresar como la union de
dos eventos mutuamente excluyentes, a saber, A y B — AN B. FEzprese la union de
tres eventos A, B y C' como union de eventos mutuamente excluyentes y utilice esa
representacion para demostrar la siguiente formula:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

EJERCICIO 2.7. Sean A, B y C tres eventos relativos a un experimento aleatorio.
Supongamos que P(A) = 2, P(B) = 3, P(C) = ;, P(ANB) =2, P(ANnC) = 4,
P(BNQC) = % yP(ANBNC) = %. Encuentre la probabilidad de que no ocurra A,
nt B, i C.

EJERrCICIO 2.8 (Regla de la suma para n eventos). Demuestre que si Ay, ... A,
son n eventos cualesquiera, entonces:

-----

-----

EJERCICIO 2.9. Sean A y B dos eventos con probabilidad positiva tales que A C B.
Demuestre que a) P(A|B) = P(A)/P(B) yb) P(B|A) = 1.

EJERCICIO 2.10. Sean A y B dos eventos de probabilidad positiva tales que P(A |
B) < P(A), demuestre que P(B | A) < P(B).

EJERCICIO 2.11. Sean A y B eventos con probabilidad positiva tales que P(A) =
P(B), demuestre que P(A|B) = P(B|A).

EJjERrCICIO 2.12. Un dado desbalanceado estd hecho de tal forma que la probabilidad de
obtener el nimero k es igual a ck, en donde ¢ es una constante y k € {1,2,3,4,5,6}.
Un experimento aleatorio consiste en lanzar dicho dado. Dado que se obtiene un
nimero par, scudl es la probabilidad de que se obtenga el nimero 27

EJERCICIO 2.13. En una ciudad se publican los periddicos A, B y C. Una encuesta
reciente muestra que 20% de los habitantes adultos de la ciudad lee A, 16% lee B,
14% lee C, 8% lee Ay B, 5% lee Ay C,4% lee By C y 2% lee A, By C. Si se elige
un adulto al azar, calcule la probabilidad de que a) no lea ninguno de los periddicos,
b) lea exactamente uno de los periddicos y c) lea al menos A y B sabiendo que lee al
menos uno de los 3 periodicos.

EJERrRCICIO 2.14. Dada una poblacion formada exclusivamente por hermanos gemelos,
consideremos el experimento aleatorio consistente en seleccionar primero una pareja
de hermanos gemelos al azar y después, también al azar, uno de los hermanos de esa
pareja. Supongamos que la probabilidad de que los hermanos gemelos seleccionados
sean del mismo sexo es iqual a 0.7 y que la probabilidad de que la persona seleccionada,
en la seqgunda parte del experimento, sea de sexo masculino es igual a 0.4. Sabiendo
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que la persona seleccionada en la sequnda parte del experimento es de sexo masculino,
scudl es la probabilidad de que su hermano también lo sea?

Sugerencia: Represente 2 como Q2 = {(MM)M,(FF)F,(MF)M,(MF)F} y en-
cuentre la probabilidad de cada uno de sus elementos.

EJsercicio 2.15 (Regla del producto). Demuestre que si Ay, ... A, son n eventos
cualesquiera, entonces:

P(NP_1Ax) = P(A, AN .. N A1)+ P(As| A1) P(Ay)

EJjErCICIO 2.16. Consideremos una urna que contiene r bolas rojas y b bolas blancas
y un experimento aleatorio que consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al
azar una bola de la urna y se deja fuera de ésta, en la sequnda, se selecciona al azar
una de las bolas restantes. Denotemos por Ry,..., R, a las bolas rojas. El hecho de
que la sequnda eleccion sea al azar se traduce inmediatamente, por ejemplo, en que la
probabilidad de obtener en la sequnda eleccion la bola R;, dado que en la primera se
obtiene la bola R;, es igual a Hﬁ, para cualquier i,j € {1,...,r} coni # j; por la
propiedad de la aditividad finita se sigue entonces que la probabilidad de obtener en la
sequnda eleccion una bola roja, dado que en la primera se obtiene la bola R;, es igual
a Tfr;il para cualquier j € {1,...,r}. Nos gustaria entonces poder decir simplemente
que la probabilidad de que la sequnda bola seleccionada sea roja dado que la primera
también lo es, estd dada también por rigil. Esto es correcto, pero requiere de un
pequeno razonamiento que demuestre su validez. Demuestre el siguiente resultado
general y utilicelo para fundamentar esta conclusion.

Sean A, ..., A, n eventos mutuamente excluyentes de probabilidad positiva y B un
evento tal que P(B | Ay) =---= P(B | A,) = ¢, entonces P(B | A;U---UA,) =c.

EJjercicio 2.17. Las letras A,A,A,C,E, L M,M,T,T se colocan al azar, una después
de la otra. ;Cudl es la probabilidad de que se obtenga la palabra MATEMATICA?

EJERCICIO 2.18. Un ropero contiene 10 pares (distintos) de zapatos. Si se escogen al
azar b zapatos, jcudl es la probabilidad de que la muestra contenga exactamente uno
de los pares originales?

EJERCICIO 2.19. Un ropero contiene 10 pares (distintos) de zapatos. Si se escogen al
azar 3 zapatos, scudl es la probabilidad de que se obtengan 2 que formen un par?

EJERCICIO 2.20. De una caja que contiene n pares (distintos) de zapatos se seleccio-
nan al azar 2r zapatos con 2r < n. Encuentre la probabilidad de que con los zapatos
seleccionados a) no se forme algin par y b) se forme exactamente un par.

EJjerCICIO 2.21. En un pueblo de n+1 habitantes, una persona le rumorea algo a una
sequnda persona, quien a su vez lo repite a una tercera, etc. En cada caso, la persona
escoge al receptor del rumor, al azar, de entre las otras n personas del pueblo. Si el
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rumor se transmite r veces (r < n), encuentre la probabilidad de que a) no regrese a
la que lo origind y b) que no pase dos veces por la misma persona.

EJERCICIO 2.22. En un concurso se colocan tres puertas y detrds de ellas se colocan
tres premios, uno de los cuales es un automduvil y los otros dos son pequenos regalos
de consolacion. Los premios se colocan de tal manera que la probabilidad de que
el automouwil se coloque detrds de la puerta nimero 1 es igual a q mientras que la
probabilidad de que se coloque detras de la puerta nimero 2 (resp. 3) es igual a %.
A cada concursante se le asigna inicialmente la puerta nimero 1, pero otra persona,
que puede ver como estdn colocados los premios, abre alguna de las puertas 2 y 3 en
donde no se encuentre el automovil, de tal manera que, si no se encuentra en ninguna
de ellas, abre la nimero 2 con probabilidad p y la nimero 3 con probabilidad 1 — p.
El concursante, quien conoce los valores de p vy q, tiene entonces la opcion de escoger
cualquiera de las dos puertas que se encuentren cerradas. ;Cudl es la mejor estrategia

del concursante para tratar de consequir el automouvil?

EJERCICIO 2.23. Sean A y B dos eventos independientes tales que la probabilidad
de que ocurran simultdneamente es é y la probabilidad de que minguno ocurra es %
Encuentre P(A) y P(B).

EJERCICIO 2.24. Sean A y B dos eventos independientes y supongamos P(A) = % Y
P(AU B) = . Encuentre P(B).

EJERCICIO 2.25. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleatorio. Supon-
gamos que P(A) = 0.4, P(AUB) = 0.7 y sea p = P(B). a) ;Para qué valor de p son
A y B mutuamente excluyentes? b) sPara que valor de p son A y B independientes?

EJERCICIO 2.26. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de dados, uno
blanco y uno azul. Sea A el evento ‘se obtiene 1 o 2 con el dado blanco’ y sea B el
evento ‘la suma de los nimeros que se obtienen es igual a 7. ;Son A y B eventos
independientes? Justifique su respuesta.

EJERCICIO 2.27. Muestre con un ejemplo que es posible tener 3 eventos A, B y C
tales que P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) pero de tal manera que estos eventos no
sean independientes.

EJERCICIO 2.28. Se tienen dos dados, uno rojo y uno azul. Un experimento aleatorio
consiste en lanzar el par de dados dos veces consecutivas. Encuentre la probabilidad
de que se obtenga exactamente el mismo resultado en los dos lanzamientos, es decir,
el mismo nimero con el dado rojo y el mismo nimero con el dado azul.

EJERrciciO 2.29. Calcule el nimero de lanzamientos de un par de dados que se re-
quieren para que sea mds favorable obtener por lo menos un par de seises que no
obtenerlo.*

‘Este problema fue resuelto en forma correcta en el ano 1654 por Blaise Pascal, siendo uno de
los primeros problemas de probabilidad relativamente complejo que se planted.
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EJjercicio 2.30. Calcule el nimero de lanzamientos de tres dados que se requieren
para que sea mas favorable obtener por lo menos una tercia de cincos que no obtenerla.

Ejercicio 2.31. Cada una de n urnas contiene N bolas numeradas de 1 a N. Se
extrae una bola al azar de cada urna. Calcule la probabilidad de que m sea el mds
grande numero extraido, en donde m € {1,... N}.

EJERCICIO 2.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar sucesivamente una mo-
neda balanceada hasta que se obtengan dos resultados iguales en forma consecutiva.
Encuentre la probabilidad de que el experimento termine en el sexto lanzamiento.

EJjercicio 2.33. Una urna contiene 2 bolas negras y 4 bolas blancas. Un experimento
aleatorio consiste en ir seleccionando al azar una bola de la urna, regresindola después
de observar su color, hasta que salgan dos bolas del mismo color en forma consecutiva.
Encuentre la probabilidad de que este proceso termine antes de la cuarta eleccion.

EJERCICIO 2.34. Una mdquina estd compuesta por 4 componentes que funcionan in-
dependientemente uno del otro y que estan organizados de tal manera que la maquina
falla unicamente si los 4 componentes fallan. Supongamos que las probabilidades de
que cada componente falle son 0.1, 0.2, 0.25 y 0.3, respectivamente. ;Cudl es la
probabilidad de que la mdquina funcione bien?

EJERCICIO 2.35. Un componente de una cierta maquina falla el 20% de las veces.
Con el objeto de disminuir la probabilidad de que la mdquina falle, se instalan en
la mdquina n de dichos componentes de tal manera que la maquina falla unicamente
cuando los n componentes fallan. Asumiendo que los n componentes funcionan de ma-
nera independiente, j;cudl es el mds pequeno valor de n que garantiza que la maquina
funcionara bien el 99% de las veces?

EJERCICIO 2.36. Dos equipos A y B van a jugar una serie de juegos de beisbol. El
equipo que gane 2 de 3 juegos gana la serie. El primer juego se realizard en el estadio
del equipo A, el sequndo se hard en el estadio del equipo B y, en caso de llegar a
un tercer juego, el iultimo juego se efectuard en el estadio del equipo B. Se sabe que
cuando juega en su estadio, el equipo A tiene una probabilidad de ganarle al equipo B
tqual a 0.7, mientras que cuando se juega en el estadio del equipo B, la probabilidad
de que el equipo A le gane al equipo B es igual a 0.2. Suponiendo que los resultados
de los juegos son independientes entre si, calcule la probabilidad de que el equipo A
gane la serie.

EJjercicio 2.37. En una cierta compania el esquema para aprobar una propuesta
es el siguiente: tres personas —A, B y C— analizan la propuesta y ésta es aprobada
untcamente si por lo menos dos de las tres personas dan su visto bueno. Se sabe que las
tres personas analizan cada propuesta en forma independiente y que las probabilidades
de que den su visto bueno ante una propuesta son 0.3, 0.2 y 0.1, respectivamente. a)
¢Cudl es la probabilidad de que una determinada propuesta sea aprobada. b) Si se
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sabe que una propuesta es aprobada, scudl es la probabilidad de que ésta sea aprobada
por C?

EJERCICIO 2.38. En una cierta compania, la toma de decisiones sigue el esquema que
se muestra a continuacion: Cualquier propuesta pasa primero por A; si la aprueba,
entonces la propuesta se pasa a B, C y D; si ya sea B o D la aprueban, la propuesta
pasa entonces a E; si ya sea E o C aprueban la propuesta entonces se pasa a F.
La propuesta es aprobada finalmente tnicamente si ésta llega hasta F y a su vez F
la aprueba. Supongamos que la probabilidad de que A, C y F aprueben cualquier
propuesta que les lleque es 0.5, mientras que la probabilidad de que B, D y E aprueben
cualquier propuesta que les lleque es 0.7. Supongamos ademds que A, B, C, D, E y
F toman sus decisiones independientemente uno del otro. a) ;Cudl es la probabilidad
de que una determinada propuesta sea aprobada? b) Si se sabe que una propuesta es
aprobada, ;cudl es la probabilidad de que pase por E? ¢) Si se sabe que una propuesta
es aprobada, scudl es la probabilidad de que pase por C y éste la apruebe?

EJjerRCICIO 2.39. Dos personas P y @ juegan a lanzar consecutivamente una moneda
balanceada con la condicion de que cada vez que se obtenga cara, P gana un punto,
mientras que @) lo gana cuando se obtiene cruz. Cada persona apuesta una cantidad
x y convienen en que gana el juego quien obtenga primero 4 puntos. Supongamos que,
cuando el jugador P lleva ganado un punto y el jugador @) dos puntos, se les pierde
la moneda y no pueden continuar el juego. ;Como deben repartirse las apuestas en
ese momento de manera que se tome en cuenta correctamente el nimero de puntos
que lleva ganado cada uno?

EJjeRrRCICIO 2.40. Sean A y B dos eventos independientes. Demuestre que también
son independientes a) A° y B, b) A y By ¢) A® y B.

EJERCICIO 2.41. Sean A, B y C tres eventos relativos a un experimento aleatorio.
¢ Cudles de las siguientes aseveraciones son verdaderas?

a) P(B|A) + P(B°|A) = 1

b) P(B|A) + P(B|A°) = 1

¢) Si A y B son independientes, entonces P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C).
d) Si P(A|B) = P(B), entonces A y B son independientes.

e) Si P(A) = P(B), entonces P(A|B) = P(B|A).

f) Si P(A|B) )
(

P(B|A), entonces P(A) = P(B
g) Si P(A) = P(B) = p, entonces P(ANB) <p
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En todos los casos, justifique su respuesta, ya sea demostrando que la aseveracion es
verdadera o dando un contraejemplo que muestre que la aseveracion es falsa.

EJERCICIO 2.42. Dos de tres prisioneros son elegidos al azar para ser liberados. FEl
prisionero A pide al guardia que investigue los nombres seleccionados y que le diga
uno de ellos que no sea él mismo. Supongamos que el guardia acepta hacer lo que le
pide el prisionero y que, en caso de que A no vaya a ser liberado, le dird el nombre
del prisionero B con probabilidad p vy el del prisionero C con probabilidad 1 — p.
Consideremos entonces los siguientes eventos:

A: El prisionero A es seleccionado para ser liberado.
B: El guardia informa al prisionero A que el prisionero B va a ser liberado.

sSon A y B independientes?

EJERCICIO 2.43. Consideremos la situacion del ejercicio 2.22 y definamos los siguien-
tes eventos:

A: El automouil se encuentra detrds de la puerta nimero 1.
B: La puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2.

sSon A y B independientes?



CAPITULO 3

MUESTREO ALEATORIO

El arte de hacer Matemdticas consiste en encontrar ese
caso particular que contiene todos los gérmenes de gene-

ralidad.

David Hilbert

3.1. Muestreo aleatorio con reemplazo

Supongamos que tenemos una poblacién de N objetos distintos. Siendo distintos,
podemos pensar en que los N objetos estdn marcados de tal manera que se pueden
distinguir uno del otro!. Consideremos entonces el siguiente experimento: elegimos
un objeto al azar de entre los N, anotamos el resultado y regresamos el objeto se-
leccionado a la poblacion; elegimos nuevamente un objeto al azar de entre los IV,
anotamos el resultado y regresamos el objeto seleccionado a la poblacién; este pro-
ceso lo continuamos hasta haber realizado n elecciones. A un experimento aleatorio
de este tipo lo llamaremos un muestreo aleatorio con reemplazo, a los n datos
obtenidos los llamaremos una muestra con reemplazo de tamano n y al nimero
n lo llamaremos el tamano de la muestra.

El resultado de un muestreo aleatorio con reemplazo consiste de una coleccién de
n datos, los cuales representan los n objetos que se obtienen en las n elecciones.
Si denotamos a los N objetos de la poblacién por ¥, ..., yn, entonces cada posible
resultado lo podemos representar por una eneada (yg,, .- ., Yk, ), en donde cada indice
k; es un nimero entero entre 1 y N y yy, es el elemento que se obtiene en la j-ésima
eleccién. El espacio muestral consta asi de N" elementos.

'En un problema real, los NV objetos pueden ser indistinguibles para un observador. El pensarlos
como distinguibles es s6lo para fines de entendimiento del modelo y se justifica por el hecho de que
en cualquier caso, aunque pudiendo ser indistinguibles, se trata de N objetos distintos.

67
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Como la elecciéon de cada una de los objetos se realiza al azar, en cada eleccion,
cualquiera de las objetos de la poblacién tiene la misma probabilidad de ser elegido,
de manera que si, para i € {1,...,N} y j € {1,...,n}, definimos los siguientes
eventos:

B}: en la j-ésima eleccién se obtiene el elemento y;.

se tiene, P(B]) = + para toda .

Ahora bien, como las n elecciones son independientes entre si, los eventos de cualquier

coleccién Bj. (j € {1,...,n}) son independientes y entonces se debe de imponer la
J

condicion:

P(B,i1 Nn---NBY)= P(B,il) -P(B}) = ﬁ
Pero las intersecciones B,il MN---N By representan a los posibles resultados del expe-
rimento aleatorio y entonces se concluye que cada uno de ellos tiene una probabilidad
igual a ﬁ

Conclusién: En un muestreo aleatorio con reemplazo, los N™ posibles resultados son
equiprobables.

Obsérvese que el experimento aleatorio consistente en lanzar n dados, el cual es
equivalente a lanzar n veces el mismo dado, se puede pensar como un muestreo
aleatorio con reemplazo. La poblacién consiste de las 6 caras del dado y la muestra
que se obtiene es de tamano n.

EjeEmMPLO 3.1. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de dados, jcudl es
la probabilidad de que la suma de los niimeros que se obtienen sea igual a 97

Solucion

Tratdndose de un muestreo aleatorio con reemplazo, cada uno de los 36 posibles resul-
tados del experimento tiene una probabilidad igual a 3—16. Ahora bien, de los 36 posibles
resultados, hay 4 en los cuales la suma es igual a 9, por lo tanto la probabilidad bus-
cada es igual a %.

Obsérvese que, como estamos interesados unicamente en la suma de los nimeros
que se obtienen, independientemente del resultado que se obtenga con cada dado, po-
driamos pensar los posibles resultados del experimento como las diferentes sumas que
se pueden obtener. En ese caso el espacio muestral tendria inicamente 11 elemen-
tos, a saber cualquier nimero entero entre 2 y 12. Sin embargo, esto no simplifica el
problema pues los elementos de ese espacio muestral no son equiprobables.
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También podriamos pensar los posibles resultados del experimento como parejas, de
tal manera que una pareja (a,b) representara el resultado consistente en la obtencion
de a con un dado y b con el otro, sin importar cual resultado especifico se obtiene con
cada dado. En este caso, el espacio muestral constaria de 21 posibles resultados, los
cuales se describen en la siguiente figura:

(1,1) (1,2)
(2,2)

Sy O O O O O
— — — N

NN N S S
S Ot W N =

Sin embargo, este método tampoco simplificaria el problema pues nuevamente los 21
elementos del espacio muestral no son equiprobables.

El experimento consistente en lanzar dos dados es equivalente al de lanzar 2 veces el
mismo dado y entonces no se trata ya de 2 dados distintos. Sin embargo, en este caso
lo que habria que distinguir no son los dos dados sino los lanzamientos pues se trata
de dos lanzamientos distintos.

3.2. Muestreo aleatorio ordenado sin reemplazo

Supongamos nuevamente que tenemos una coleccién de N objetos distintos y consi-
deremos el siguiente experimento aleatorio: elegimos un objeto al azar de entre los
N; después, sin regresar el primer objeto a la poblacién, elegimos al azar otro objeto
de entre los que restan y asi sucesivamente, hasta tener elegidos n objetos. A un
experimento aleatorio de este tipo lo llamaremos un muestreo aleatorio ordenado
sin reemplazo, a los n datos obtenidos lo llamaremos una muestra ordenada sin
reemplazo de tamano n y al nimero n lo llamaremos el tamano de la muestra.

Como en el caso anterior, el resultado de un muestreo aleatorio sin reemplazo consiste
de una coleccioén de n datos, los cuales representan los n objetos que se obtienen en las
n elecciones. Si denotamos a los IV objetos de la poblacién por yy, ..., yy, entonces
cada posible resultado lo podemos representar por una eneada (yi,, - - -, Yk, ), en donde
cada indice k; es un nimero entero entre 1 y N y todos ellos son distintos.

Como las elecciones de los objetos se realizan en orden, los posibles resultados son
eneadas ordenadas (Y1, ..., Ykn), en donde y; representa el resultado de la j-ésima
eleccion; asi, dos eneadas que tengan los mismos elementos pero en distinto orden, re-
presentan dos resultados distintos. El espacio muestral consta asi de N(N—1)--- (N —
n + 1) elementos.
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Denotaremos por (N),, al producto N(N —1)--- (N —n+1) y denominaremos a esta
cantidad el mimero de ordenaciones de N objetos tomados de n en n. Es
evidente que se tiene la siguiente relacion:

Como la eleccién de cada uno de los objetos se realiza al azar, en cada eleccién
cualquiera de las objetos que quedan de la poblacién tiene la misma probabilidad de
ser elegido, de manera que si, para i € {1,...,n}y j € {1,..., N}, definimos los
siguientes eventos:

B}: En la j-ésima eleccién se obtiene el elemento y;,

se tiene, P(B}) = & parai € {1,...,N}. Ademds, P(B{ |B}, N---N B/ ") = 5=+

para j € {2,..., N}, en donde cada indice k; es un nimero entero entre 1 y N y todos
ellos son distintos.

Entonces utilizando la regla del producto, se obtiene:

P(B, N---NB})

= P(BL|By, N0 By ) P(BL L |By, NN BE ) -

P(B},|By, N B}, ) P(B,| By, ) P(By,)

_ 1 11 11 1
~ N—n+1N—n+2 N—2N—-1N ~ NON-1)(N-2)..(N—n+1)

Pero las intersecciones B,il MN---N By representan a los posibles resultados del expe-
rimento aleatorio y entonces se concluye que cada uno de ellos tiene una probabilidad
igual a:

1
NN-1)(N—2)..(N—n+1)

Conclusién: En un muestreo aleatorio ordenado sin reemplazo, los N(N —1)--- (N —
n + 1) posibles resultados son equiprobables.

EjeMPLO 3.2. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige al azar una
bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra y asi sucesivamente
hasta sacar todas las bolas. Calcule la probabilidad de que en el j-ésimo paso se saque
una bola roja.
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Solucion

Podemos suponer que el proceso se detiene en el j-ésimo paso y entonces estamos
tomando una muestra aleatoria ordenada sin reemplazo de tamano j, de una poblacion
de tamano r+b; ast que, tomando muestras ordenadas, hay un total de (r + b)j posibles
resultados equiprobables. De éstos, aquellos en los cuales se obtiene una bola roja en
el ultimo paso son (r +b— 1);‘71 -1 pues una bola roja puede ser cualquiera de las
r y una vez definida ésta quedan r + b — 1 bolas, de las cuales hay que elegir j — 1.
Entonces, llamando R; al evento en consideracion, se obtiene:

N b=1) g (rb=1)(rb=2) - (rtb—j+ )
P(Rj) =~ = 0t D rb g i) = b

También se puede hacer el razonamiento de la siguiente manera:

Sean ay, ..., a, las bolas rojas y a,11,...,ar1p las bolas blancas. Denotemos entonces
por s al total de muestras ordenadas sin reemplazo de tamano r + b en las cuales la
bola k se elige en el j-ésimo paso y por s al total de muestras ordenadas sin reemplazo

de tamano r + b. Se tiene entonces S; = So = +++ = Spqp Y S = S1 + So + -+ + Sy,
asi que:

\ — sitsot+4sr . _ T81 _ _r
P(R]) - s T (r+b)s1 T r+b

3.3. Muestreo aleatorio no ordenado sin reemplazo

Supongamos nuevamente que tenemos una colecciéon de N objetos distintos y consi-
deremos el experimento aleatorio consistente en elegir al azar un paquete de n objetos
de entre los N. A un experimento aleatorio de este tipo lo llamaremos un muestreo
aleatorio no ordenado sin reemplazo, a los n datos obtenidos lo llamaremos una
muestra no ordenada sin reemplazo de tamano n y al nimero n lo llamaremos
el tamano de la muestra.

Como en el caso anterior, el resultado de un muestreo aleatorio no ordenado sin
reemplazo consiste de una coleccion de n datos, los cuales representan los n objetos que
se seleccionan. Si denotamos a los N objetos de la poblacién por vy, ..., yy, entonces
como la eleccién de los objetos se realiza en paquete, cada posible resultado es una
eneada no ordenada, es decir,un subconjunto de tamano n del conjunto {y1,...,yn}.
Asi, cada posible resultado puede representarse por {y,,...,¥x,}, en donde cada
indice k; es un nimero enteroy 1 <y, <--- <y, < N.

Como la eleccién de cada uno de los paquetes se realiza al azar, cada uno de los sub-
conjuntos {y,, - .., Yk,  tiene la misma probabilidad de ser seleccionado, de manera
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que se concluye que también en un muestreo aleatorio no ordenado sin reemplazo, los
posibles resultados son equiprobables.

Siendo cada posible resultado del experimento un subconjunto de tamano n del con-
junto {y1,...,yn}, el nimero de elementos del espacio muestral es igual al nimero
de subconjuntos de tamano n que se pueden obtener de un conjunto de N elementos.
Es bien sabido como calcular este niimero; aqui lo podemos obtener argumentando
que por cada muestra no ordenada sin reemplazo de tamano n, permutando sus ele-
mentos, se obtienen n! muestras ordenadas sin reemplazo de tamano n, asi que el
total de muestras no ordenadas sin reemplazo de tamano n es igual a (]:3" = zjvvin)w
cantidad que es conocida como el nimero de combinaciones de N objetos tomados
de n en n, y que se representa con la notacién (]X )

Este razonamiento muestra de paso una propiedad importante, a saber, que cuando
se tiene un muestreo no ordenado sin reemplazo, la probabilidad de un evento puede
calcularse también asumiendo que el muestreo es ordenado. Esto se debe a que, como
se dice arriba, por cada muestra no ordenada sin reemplazo, se obtienen n! muestras
ordenadas, las cuales corresponden a un muestreo ordenado sin reemplazo y, como
tanto las muestras ordenadas como las no ordenadas son equiprobables, el evento
formado por las n! muestras ordenadas que corresponden a una muestra no ordenada
tiene la misma probabilidad de ocurrencia que tal muestra no ordenada. De esta
manera, cuando el experimento aleatorio consiste en un muestreo sin reemplazo y se
busca encontrar la probabilidad de un evento en el cual no estd involucrado el orden
de los elementos de la muestra, no es necesario especificar si el muestreo se realiza
con orden o sin orden pues se obtiene la misma solucién asumiendo cualquiera de los
dos casos. Obviamente, cuando en el evento cuya probabilidad nos interese calcular
estd involucrado el orden de los elementos de la muestra, necesariamente tenemos que
asumir que el muestreo es ordenado y debemos de tomar como posibles resultados a
las posibles muestras ordenadas que puedan obtenerse.

En resumen, hemos visto que en los 3 casos que hemos considerado de muestreo
aleatorio, los posibles resultados del experimento son equiprobables, de tal manera
que, de acuerdo con la propiedad de la aditividad finita, para calcular la probabili-
dad de un evento cualquiera, relativo al muestreo aleatorio en consideracién, basta
con determinar el mimero de posibles resultados que lo componen y la probabilidad
buscada es entonces el cociente de ese nimero entre el total de posibles resultados.

El siguiente resultado se demuestra facilmente:

PrROPOSICION 3.3. Sean n, N € N conn < N, entonces:

() = (v2)
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N N\ _ (N+1
(n) + <n+1) - (n+1)

EjEMPLO 3.4. Supongamos que n bolas se van colocando una por una, al azar, en
cualquiera de n cajas. Calcule la probabilidad de que sélo la caja 1 quede vacia.

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A: dnicamente la caja 1 queda vacia.

A;: unicamente la caja 1 queda vacia y quedan dos bolas en la caja i (i € {2,...,n}).

La colocacion de las n bolas en las n cajas puede interpretarse como un muestreo con
reemplazo de tamano n, de una poblacion de tamano n, de manera que se tiene:

(g)(n—z)!

nn

P(A;) =

_ =1(5) -2 (5) 1)

nm nm

Y entonces, P(A) = P(Ay) +---+ P(A,)

EjemPLO 3.5. En una urna hay N tarjetas numeradas del 1 al N. Se toma una
muestra, al azar y sin reemplazo, de tamano n. Calcule la probabilidad de que el
niumero mas grande de la muestra sea iqual a k, en donde k > n.

Solucion
El problema se puede resolver de dos maneras distintas:

lo. Asumiendo que el muestreo es no ordenado, tenemos un total de (]X) posibles
resultados y éstos son equiprobables. Para que un posible resultado pertenezca al
evento en consideracion se requiere que de la muestra de n elementos, n — 1 sean
niumeros entre 1 y k—1 y uno de ellos sea igual a k; es decir, n — 1 de ellos se deben
elegir como una muestra, no ordenada, de una poblacion de k — 1 elementos, de las
cuales hay un total de (Zj), el objeto restante se puede elegir de una sola manera.

Entonces, llamando A al evento en consideracion, tenemos:

(a-1)

_ —1

P(4) =55
n

20. Definamos el evento Ay como ‘el nimero mds grande de la muestra es menor o

igual a k’, entonces A = Ap — Ap_1, de manera que, nuevamente asumiendo que el

muestreo es no ordenado:

P(A) = P(A) — P(Agy) = 20 = Ca) (ii]:i)

~~
3 2
~—|
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EJEMPLO 3.6. De una poblacion de N objetos se toma una muestra aleatoria con
reemplazo de tamano n. Calcule la probabilidad de que todos los elementos de la
muestra sean distintos.

Solucion

En este caso tenemos un total de N™ posibles resultados, los cuales son equiprobables.
De éstos, el nimero de casos en que todos los elementos de la muestra con distintos es
igual al niimero total de muestras ordenadas sin reemplazo, es decir (N),. Entonces
llamando A al evento en consideracion, tenemos:

P(A) — (N)n — (n)n' — N--(N—n+1) — (1 _ %) . (1 — n_—l)

N©™ N© N™ N

Obsérvese que cuando el tamano de la poblacion es muy grande, comparado con el
tamano de la muestra, la probabilidad anterior es muy cercana a 1. En otras palabras,
cuando el tamano de la poblacion es muy grande, el total de resultados equiprobables en
un muestreo con reemplazo es del mismo orden de magnitud que el total de resultados
equiprobables en un muestreo sin reemplazo. Esto es intuitivamente evidente pues si
la poblacion es grande, es de esperarse que mingin elemento se obtenga dos veces o
mdas. Este resultado puede interpretarse en el sentido de que para poblaciones grandes
el muestreo con reemplazo y el muestreo sin reemplazo son practicamente idénticos.

Este ejemplo se presenta en una diversidad de situaciones; como las siguientes:

a) Un nimero de 4 cifras se forma eligiendo digitos al azar del conjunto {0,1,...,9}.
¢ Cudl es la probabilidad de que los 4 digitos sean distintos? En este caso, N = 10 y
n =4, asi que:

(10)4! 63
e = 55 = 0.504

P(A) =
en donde A es el evento ‘los 4 digitos seleccionados son distintos’.

b) Supongamos que elegir una persona al azar y anotar el dia de su cumpleanos es
equivalente a elegir al azar un dia de entre los 365 del ano. ;Cudl es entonces la
probabilidad de que en un grupo de 23 personas, elegidas al azar, todas tengan su
cumpleanos en dias distintos?

En este caso, N = 365 yn = 23, asi que:

(32635) (23)|
(365)23

P(A) = = 0.4927

en donde A es el evento ‘todas las personas seleccionadas tienen su dia de cumplearios
en dias distintos’.
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Esta probabilidad es menor que %; si el grupo fuera de 22 personas obtendriamos una
probabilidad mayor que % (0.5243). Entonces, en una poblacion de 22 personas es mds
probable que todas festejen su cumpleanios en dias distintos, pero, en una poblacion
de 23 o mas, es mds probable que coincida el dia de cumpleanos de por lo menos dos
PETSONAS.

c) Un elevador parte con 7 pasajeros y se detiene en 10 pisos. Si suponemos que
cada persona desciende del elevador, al azar, en cualquiera de los pisos, calcule la
probabilidad de que todas las personas bajen del elevador en pisos distintos.

En este caso N =10 yn =7, ast que:

PeA) = 5 — 0 06048

107

en donde A es el evento ‘las 7 personas bajan del elevador en pisos distintos’.

EJEMPLO 3.7. n bolas se encuentran colocadas en n cajas, una en cada caja. Un
experimento consiste en sacar las bolas de la caja y en colocarlas después, al azar,
nuevamente una en cada caja. Calcule la probabilidad de que, al realizar el experi-
mento, ninguna bola quede en la caja en la que estaba originalmente.

Solucion

El lector puede intentar calcular esta probabilidad directamente y se dard cuenta que
no resulta tan simple. FEl uso de la regla de la suma nos facilitard este cdlculo.

Definamos los siguientes eventos:

A: ninguna bola queda en la caja en la que estaba originalmente.

B: por lo menos una bola queda en la caja en la que esta originalmente.

B; : la bola que estaba colocada en la i-ésima caja queda en esa misma caja.

Se tiene B = By U ---U B, entonces usando la regla de la suma, tenemos:
P(B)=P(By)+---+ P(B,) —P(BiNBy) —P(BiNB3)—---—P(B,_.1NB,) +---

Para encontrar P(B), basta entonces con calcular P(B;, N --- N B;,) para cualquier
coleccion de indices 1 < 41 < ig < -+- < 9. < n. Pero B;, N---N B, es el evento
consistente en que las bolas que estaban colocadas en las cajas iy, ..., 1, quedan en su
lugar.

Como nos interesa distinguir el lugar que ocupa cada bola, el experimento aleatorio
es equivalente a un muestreo ordenado sin reemplazo en donde tanto el tamano de
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la poblacion como el de la muestra es n. Tenemos entonces un total de n! posibles
resultados, los cuales son equiprobables. De éstos, aquellos en los cuales las bolas que
estaban en las cajas i1, . ..,1, quedan en su lugar, se obtienen permutando los lugares
de las n—r bolas restantes; es decir, obtenemos (n—r)! resultados favorables al evento
B;,N---NB;.. Entonces:
P(B;N---NB;,) ="t

n!

Notemos que esta probabilidad depende solo del nimero de indices y no de los indices
especificos de que se trata, asi que, como en la expresion que se obtiene para P(B)
hay (:“) sumandos de la forma P(B;, N---N B;,), utilizando la regla de la suma, se
tiene:

_ (n) (n—=1)! n\ (n—2)! n\ (n—3)! n n\ 1
P(B) - (1) n! - (2) n! + (3) n! — ot (_1) i (n)m
n! n—1)! n! n—2)! n! n—3)! n
= ll(nll)!( n!l) B 2!(nl2)!( n!2) + 3!(nl3)!( n!g) -+ (1) H%
aE RE R EIREC
Yy entonces:

PA)=1-PB) =1+ 4 —§++ (-1}

2

es la probabilidad buscada.

Podemos encontrar una aprorimacion de esta probabilidad si recordamos la relacion
_ 2 3 . _ .
et=1—x+%5 — %5+, dela cual se obtiene e 1=l—$+~--. Entonces, sin

2!
es grande, obtenemos:
P(A) =~ e ! =0.367879

Es decir, si n es grande, la probabilidad de que minguna bola quede en la caja en
la que estaba colocada originalmente es aproximadamente constante e igual a 0.368.
Obsérvese entonces, en particular, que, con probabilidad mayor que %, por lo menos
una bola queda colocada en la caja donde estaba.

Para n = 6, el resultado exacto es P(A) = % = 0.368056, asi que a partir de esta

n, podemos considerar como buena la aproxrimacion.
Este problema se aplica a varias situaciones entre las que se encuentran las siguientes:

i) 10 parejas, formadas cada una por un hombre y una mugjer, llegan a una fiesta y
en ella se forman 10 nuevas parejas hombre-mugjer al azar. ;Cudl es la probabilidad
de que minguna persona quede con la pareja que iba?
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ii) Se tienen dos juegos de cartas con 52 cartas cada uno; se van sacando simultdnea-
mente una carta de cada juego hasta agotar las cartas. ;Cudl es la probabilidad de
que en ninguna ocasion salgan dos cartas iguales?

iii) Una persona escribe n cartas dirigidas a n personas distintas, mete cada carta
en un sobre y, finalmente, escribe al azar las direcciones de las n personas, una en
cada sobre. ;Cudl es la probabilidad de que por lo menos una de las cartas lleque a
la persona para quien fue escrita?

EJEMPLO 3.8. Dos personas P y @Q juegan a lanzar consecutivamente una moneda
balanceada con la condicion de que cada vez que se obtenga cara, P gana un punto,
mientras que @ lo gana cuando se obtiene cruz. Cada persona apuesta una cantidad
x Yy convienen en que gana el juego quien obtenga primero n puntos. Supongamos
que cuando al jugador P le faltan r puntos para ganar y al jugador @) s puntos, se
les pierde la moneda y no pueden continuar el juego. ;Cémo deben repartirse las
apuestas en ese momento de manera que se tome en cuenta correctamente el nimero
de puntos que lleva ganado cada uno?

Solucion

Se trata de calcular, en la situacion dada, la probabilidad que cada jugador tiene de
ganar y entonces la reparticion de apuestas debe ser en la misma proporcion que las
respectivas probabilidades.

Para calcular la probabilidad buscada, se pueden obtener todas las posibles combina-
ciones de juegos ganados y perdidos que conducen a la victoria de cada jugador; la
probabilidad de cada una de ellas puede obtenerse mediante la propiedad de indepen-
dencia y entonces la probabilidad que cada jugador tiene de ganar se obtiene aplicando
la propiedad de la aditividad finita. Sin embargo, si bien la ldgica de este método es
bastante simple, no conduce facilmente a una férmula que resuelva el problema de ma-
nera general. Vamos a ver que planteando el problema como un problema de muestreo
se obtiene una solucion general y muy simple.

Observemos que en la situacion dada, para que alguno de los dos gane el juego nece-
sitarian lanzar la moneda a lo mas r + s — 1 veces. Asi que consideremos el experi-
mento consistente en jugar ese numero de lanzamientos. FEste experimento tiene un
total de 277571 posibles resultados, los cuales son equiprobables y cada uno de ellos
se puede representar mediante una serie de letras del tipo (P, P,Q,B,Q,Q,...), en
donde P y Q) significa que el jugador P y Q) ganan el correspondiente lanzamiento,
respectivamente. De estas series, aquellas que tengan por lo menos r veces la letra P
representan resultados favorables al triunfo de P y aquellas que tengan por lo menos
s wveces la letra () representan resultados favorables al triunfo de Q).
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Pero de entre todas las posibles series de r + s — 1 letras, el nimero de aquéllas en
las que hay exactamente k wveces la letra P es igual al nimero de combinaciones de
r 4+ s — 1 objetos tomadas de k en k, es decir (HZ*I). Por lo tanto, el total de
resultados favorables al triunfo de P es:

() D+ (D)

y el total de resultados favorables al triunfo de @) es:

()i e+ ()

Entonces si p es la probabilidad de que P gane y q la probabilidad de que @) gane,
tenemos:

e o)

p - 2r+s—1
B G i e ()
q - or+s—1

Ast que, la reparticion de las apuestas debe ser como p : q.

Este problema tiene una gran importancia desde el punto de vista historico pues con
base en él se desarrollaron algunos métodos de solucion de problemas de probabilidad.
El método que dimos aqui es debido a Fermat (1654), inmediatamente después, Pas-
cal, usando otro método, encontrd la siguiente regla, la cual es sorprendente por su
simplicidad y elegancia.

La regla de Pascal estd basada en el llamado tridngulo aritmético, el cual se construye
de la siguiente manera:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Cada elemento de un renglon se obtiene sumando los dos elementos adyacentes del
renglon anterior.
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Entonces si a P le faltan r puntos y a Q) s puntos, para determinar como debe ser
la reparticion de las apuestas, tomese del tridngulo aritmético el renglon que tenga
r+ s elementos. St H es la suma de los primeros s elementos y G es la suma de los
r ultimos, la reparticion de las apuestas entre Py G debe ser en la proporcion H : G.

1
1

. n n __ (n+1 .. . 2 . .
relacion (k) + (k+1) = (k+1)’ el tridngulo aritmético puede expresarse de la siguiente
manera:

Para demostrar lo anterior observemos que ((1)) = () = 1, as? que, gracias a la

De esta manera, si consideramos el renglon del tridngulo aritmético con r+ s elemen-

tos, la suma de los primeros s elementos resulta ser (T+S_1) + (T+i_1) +---+ (Tﬁzl) =

(B + () 4+ (000)) v la suma de los dltimos r elementos resulta ser

(TJ“Z*l) + (T;rjgl) + -+ (:iij), y entonces, efectivamente, de acuerdo al resultado
obtenido previamente, la reparticion de las apuestas debe realizarse proporcionalmente

a estas sumas.

EjempPLO 3.9 (Probabilidades de tipo binomial). Una poblacion contiene r ob-
jetos de tipo I y s objetos de tipo II. Se toma una muestra aleatoria con reemplazo de
tamano n y queremos calcular la probabilidad de que la muestra contenga exactamente
k objetos de tipo I, en donde k < n.

Podemos razonar como sigue: k objetos de tipo I yn — k de tipo II pueden obtenerse
de diferentes maneras, por ejemplo, si los primeros k son de tipo I y los restantes
de tipo 1I, si los primeros k — 1 y el k 4+ 1 son de tipo I y los restantes de tipo 11,
etc., es decir, hay tantas maneras como maneras hay de elegir k lugares de entre los
n, lo cual es igual a (Z) De acuerdo con la regla del producto, cada uno de estos

T

casos tiene una probabilidad 1gual a (m)k (%)n_k, de manera que si llamamos Ay,

al evento en consideracion, se obtiene finalmente, para k € {0,1,2,...,n}:

P(A) = (1) ()" ()"

EJjEMPLO 3.10 (Probabilidades de tipo hipergeométrico). Una poblacion con-
tiene r objetos de tipo I y s objetos de tipo II. Se toma una muestra aleatoria sin
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reemplazo de tamano n y queremos calcular la probabilidad de que la muestra con-
tenga exactamente k objetos de tipo I, en donde k <n, k<r yn—k <s.

Como ya se menciond antes, se obtiene el mismo resultado independientemente de que
el muestreo sea ordenado o no. Asumiendo que el muestreo es no ordenado, tenemos
un total de (T:S) posibles resultados, los cuales son equiprobables. De éstos, el total
de casos en los cuales se obtienen k objetos de tipo I yn— k objetos de tipo II es igual
a (’")( s ) De manera que, llamando By al evento en consideracion, se obtiene:

(),
69

P(By) =
A

Es interesante comparar las probabilidades obtenidas en los dos casos anteriores.
Esperarfamos que si r y s son grandes, estas probabilidades se parezcan. En efecto,
se puede demostrar la siguiente relacién:

(1—5)" (1 - =)  P(Ay) < P(By) < (1 — )7 P(Ay)

s 7+

Asi que si r y s son grandes comparados con n y k, P(Ay) ~ P(By). Es decir, nue-
vamente obtenemos que, para poblaciones grandes, précticamente no hay diferencia
entre el muestreo con reemplazo y el muestreo sin reemplazo.

3.4. Coeficientes binomiales

La cantidad (JZ ) aparece en numerosos lugares, de ahf la importancia de estudiar
algunas de sus propiedades.
En primer lugar, la definicién se puede extender como sigue:

DEFINICION 3.11 (Coeficientes binomiales). Sean z € R y m € 7Z, entonces defi-
NIMmMos:

z(z—1)(z—2)---(z—m+1)

) stm >0
(7)=<X1 sim =0
0 stm <0

También definimos 0! = 1.

Obviamente, cuando z y m son enteros no negativos, entonces:

(Z): WLW), sim<z
0 siz<m
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Ademds, en este caso se tiene (Z) = ( N )
m

zZ—m

ProPOSICION 3.12. Para cualesquiera z € R y m € Z, se tiene:
o) (;) = (=" (")
0) (2) + (i) = (G5

Demostracion

a. (z) _ 2(z=1)(2—2)--(2—m+1) _ (—l)m —2(1—2)(2—2)-(m—1—2) _ (_Um(m—%—z)

m m! m!

b. Para m > 0, se tiene:

() + () = HNemBetemmen) |, eolep o

Param =0, (?) + (mil) =z+1= (;:1)
Param = —1, (1) + (,5,) = 1= (7))
Param < =1, (1) + (,,70) = 0= (1)

PROPOSICION 3.13 (Teorema del binomio). Sean t,x € R, entonces:

(14 ¢) = 22:0 z th para cualquiert € R siz € {0,1,...}
ol 2o (6 th para [t| < 1 en otro caso
Demostraciéon

Desarrollando la funcién f(z) = (1+1¢)? en serie de Taylor alrededor de 0, se obtiene:

(L4+1)7 =200 L0k = 1 g ot 4 22 g 2l Dys

=@+ Ot Q)+ G+ =20 ()1

Si z € {0,1,...}, entonces (;) = 0 para cualquier entero k > z, asi que: la serie
converge para cualquier t € Ry > 22 (2)tF = >77_ (5)tF.

Siz ¢ {0,1,...}, entonces el radio de convergencia R de la serie estd dado por:

()
(31)

z(z—1)---(z—k+1)

k!
z(z—1)---(z—k)
(k+1)!

R = h’mkwoo = h’mkwoo

z—k

— limgo [ = 1
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Asi que la serie converge para |t| < 1.

COROLARIO 3.14 (Teorema del binomio de Newton). Sia y b son dos nimeros
reales cualesquiera y n € N, entonces:

(a+b)" =", (a0 *

COROLARIO 3.15. Sia y b son dos niimeros reales tales que }%| < 1yzé€R, entonces:

(a+b)* =32, (f)a"v "

PROPOSICION 3.16. Sean n,m € N, entonces:

S k() = 2t S () S ()

Demostracién

S k() = Xk b et = i R ()

—n S [k = D)+ " () = a S |1+ XS () k= 1] ()
=Yy (171 + 0 0 s () (k=17 ()

=n30o () i ST (TR ()

= S () S ()

COROLARIO 3.17. Sea n € N, entonces:
a) g (Z) =2"

b) > i k(}) =n2nt

¢) 3 B2 (5) = (n* +n)2?

d) i B (;) = (n* +3n?) 2073
Demostracién

a. Resulta de aplicar el teorema del binomio de Newton para a = b = 1.

b Sy k() =2t e () S () =2
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e Sh K2 = a2t 4 ST k(M) = n2v 4 n(n — 1)2772 = (n? + n)2n 2
d. 3 K =2+ 2300 R(Y) + 5 R ()]

=n2"1 4+ 2n(n —1)2"2 4+ n?*(n — 1)2" 3 = (n® + 3n?) 273

PROPOSICION 3.18. ZZZI(—l)kkm(Z) =0, para cualesquiera n,m € N, con n > m.

Demostracién
La demostracién es por induccién sobre m.

Para n > 1, se tiene:
S (CUME () = i () i = e (DG
=Y (=D = —n(-1+ 1) =0

Supongamos ahora que Y ,._,(—1)*kJ (Z) = 0 para cualquier j < m y cualquier n > j,
entonces, para n > m + 1, se tiene:

Shoo(FDEEH () = Sl (DR [(k = 1) + 1" e
= —n Y (DR (M) (k= 1) (50)) = —n T () rse (—DRR (MY =0

EJERCICIOS

EJERCICIO 3.1. Demuestre las siguientes relaciones:
a) 30, () = (nih)

b) Yo (1) = (M)

¢) 3o (1) (1) = ("77)
) Yo (1) = ()

¢) Y (1) () = ()2
)X G =G)2r
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h) Skl (= 1 () () =0
en donde m,n,r € N.

EJERCICIO 3.2. Demuestre que:

Sk = [ ) = (1) = () i |
para cualesquiera n,m € N.

. .. .. m+1 m+1 m+1 (m+1 j
Sugerencia: Utilice la relacion k™ = [(k— 1) +1]"" =1+ Y70 ( ]+ )(k —1)]

EJERcCICIO 3.3. Utilice el resultado del ejercicio anterior para demostrar las siguientes
relaciones:

a)>p_ k=1in(n+1)

b) > kP =gn(n+1)(2n+1)

¢) S kP =1n?(n+1)°

d) Y r  k*=gn(n+1)(2n+1)(3n* +3n —1)
en donde n € N.

EJERCICIO 3.4. De una poblacion de N objetos, by, ..., by, se toma una muestra
aleatoria ordenada sin reemplazo de tamano n. Dado k € {1,...,N}, calcule la
probabilidad de que by se encuentre en la muestra.

EJERCICIO 3.5. Se tienen 2 urnas, cada una de las cuales contiene 10 bolas numeradas
del 1 al 10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar una bola de cada
urna. Calcule la probabilidad de que los nimeros de las dos bolas seleccionadas difieran
por 2 o mds.

EJERCICIO 3.6. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 3 dados sobre una mesa,
uno de los dados es rojo, otro azul y el otro blanco. ;Cudl es la probabilidad de que a)
los 3 nimeros que se obtienen sean distintos? b) b) el nimero que se obtiene con el
dado azul sea igual a la suma de los nimeros que se obtienen con los otros dos dados?

EJjERcICIO 3.7. Una urna contiene 8 bolas rojas, 7 bolas negras y 10 bolas blancas.
Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con reemplazo, 3 bolas de
la urna. Calcule la probabilidad de que a) las 3 bolas seleccionadas sean del mismo
color y b) por lo menos una de las bolas seleccionadas sea blanca.
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EJERCICIO 3.8. 5 personas suben a un elevador en la planta baja de un edificio de 10
pisos. Supongamos que cada persona puede bajar en cualquiera de los 10 pisos con
la misma probabilidad. Calcule la probabilidad de que a) por lo menos una persona
baje del elevador después del piso 5 y b) las 5 personas bajen del elevador en pisos
distintos.

EJERCICIO 3.9. Sabiendo que al lanzar un par de dados se obtiene una suma igual a
6, scudl es la probabilidad de que uno de los nimeros que se obtienen sea el 17

EJERrcicio 3.10. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de dados. Sa-
biendo que como resultado del experimento se obtienen dos nimeros distintos, scudl
es la probabilidad de que uno de esos nimeros sea el 47

EJeErcicio 3.11. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con
reemplazo, 2 bolas de una urna, la cual contiene 3 bolas blancas y 2 bolas negras. Si
se sabe que las dos bolas seleccionadas son del mismo color, ;cudl es la probabilidad
de que las dos sean blancas?

EJjerCICIO 3.12. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un dado 10 veces. Si
se sabe que se obtiene por lo menos un 6, scudl es la probabilidad de obtener dos o
mas 6’s?

EJERrcIcIO 3.13. Un dado se lanza 10 veces. Suponiendo que en 6 ocasiones se obtiene
un numero entre 1 y 4 (inclusive), scudl es la probabilidad de que se obtenga por lo
menos una vez el niumero 17

EJERcICIO 3.14. Un dado es lanzado 3 veces. Si se sabe que se obtiene al menos una
vez el numero 6, scudl es la probabilidad de que se obtenga eractamente una vez el
nimero 67

EJeErcicio 3.15. Un dado se lanza 5 veces. Sabiendo que los 5 miumeros que se

obtienen son distintos, j;cudl es la probabilidad de que entre ellos no esté el nimero
67

EJERCICIO 3.16. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de N cajas,
hasta que alguna caja llegue a tener 2 bolas.;Cudl es la probabilidad de que el proceso
termine en el paso n?

EJERCICIO 3.17. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 3 tarjetas de una urna que
contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabilidad de que el menor
de los niumeros seleccionados sea igual a 2.

EJERCICIO 3.18. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 4 tarjetas de una urna que
contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabilidad de que el mayor
de los nimeros seleccionados sea igual a N.
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EJERrcICIO 3.19. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 10 tarjetas de una urna
que contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabilidad de que a)
el menor de los nmimeros seleccionados sea igual a k y b) el mayor de los nimeros
seleccionados sea igual a k, en donde k < N.

EJERCICIO 3.20. Antonio y Luis forman parte de un grupo de 12 personas, las cuales
ocupan al azar 12 sillas que se encuentren formando un circulo. ;Cudl es la probabi-
lidad de que queden exactamente 4 personas entre Antonio y Luis en el arco que va
de Antonio a Luis en direccion positiva?

EJERrCICIO 3.21. Antonio y Luis forman parte de un grupo de n personas (n > 2),
las cuales ocupan al azar n sillas que se encuentren formando un circulo. ;Cudl es
la probabilidad de que a) Antonio y Luis queden sentados uno al lado del otro? y b)
queden exactamente k personas entre Antonio y Luis?

EJERCICIO 3.22. n personas se sientan al azar en n sillas alrededor de una mesa
redonda. Encuentre la probabilidad de que las personas A, B y C queden juntas, con
A a la derecha de B y C a la izquierda de B.

EJERCICIO 3.23. Los numeros 1,...,n (n > 3) se colocan uno después del otro en
un orden aleatorio. Encuentre la probabilidad de que los nimeros 1, 2 y 3 queden
colocados juntos y ordenados en forma creciente.

EJERrcICIO 3.24. Juan y Pedro forman parte de un grupo de 10 personas, las cuales
ocupan al azar 10 sillas que se encuentren en hilera. ;Cudl es la probabilidad de que
queden exactamente 2 personas entre Juan y Pedro?

EJERCICIO 3.25. 5 hombres y 5 mujeres se sientan al azar en 10 sillas colocadas
en hilera. Encuentre la probabilidad de que por lo menos una de las personas quede
sentada junto a otra del mismo sexo.

EJERcICIO 3.26. Un tablero circular se divide en tres zonas acotadas por circulos
concéntricos de radios %, % y 1, respectivamente. Si se hacen tres disparos al azar
sobre el tablero, scudl es la probabilidad de que cada zona reciba uno de los disparos?

Ejercicio 3.27. Cada una de n bolas se coloca al azar en una de n cajas. Encuentre
la probabilidad de que exactamente una de las cajas quede vacia.

EJERCICIO 3.28. n bolas se encuentren colocadas en n cajas, una en cada caja. Un
experimento consiste en sacar las bolas de la caja y en colocarlas después, al azar, nue-
vamente una en cada caja. Calcule la probabilidad de que al realizar el experimento,
exactamente k bolas queden en las cajas en las que estaban originalmente.

Ejercicio 3.29. 10 parejas, formadas cada una por un hombre y una mujer, llegan
a una fiesta y en ella se forman 10 nuevas parejas hombre-mujer al azar. ;Cudl es la
probabilidad de que a) ninguna persona quede con la pareja que iba? y b) a lo mds 2
parejas queden formadas como lo estaban originalmente?
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EJercicio 3.30. Una persona escribe n cartas dirigidas a n personas distintas, mete
cada carta en un sobre y, finalmente, escribe al azar las direcciones de las n personas,
una en cada sobre. Encuentre la probabilidad de que por lo menos una de las cartas
llegue a la persona para quien fue escrita.

EJeErcicio 3.31. Una urna contiene 4 bolas blancas, 4 rojas y 4 azules. Se wvan
seleccionando bolas de la urna, una a una y sin reemplazo, hasta obtener en forma
consecutiva dos bolas del mismo color, o hasta que se agoten las bolas de la urna.
Encuentre la probabilidad de que este proceso termine en la quinta eleccion.

EJjERrCICIO 3.32. Tres urnas contienen bolas blancas y negras; la primera 2 blancas y
3 negras, la seqgunda 2 blancas y 2 negras y la tercera 3 blancas y 1 negra. Se transfiere
una bola de la primera a la sequnda urna, después una de la sequnda a la tercera v,
finalmente, una de la tercera a la primera, siendo todas las transferencias al azar.
¢ Qué composicion de bolas en la primera urna, después de las transferencias, es la
mdas probable?

EJjercicio 3.33. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige al azar
una bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra y asi sucesiva-
mente hasta sacar n bolas. Calcule la probabilidad de que en el j-ésimo paso se saque
una bola roja sabiendo que la muestra contiene s bolas rojas.

EJserciciO 3.34. En una urna hay N tarjetas numeradas del 1 al N. Se van selec-
cionando al azar las tarjetas de la urna, una a una y sin reemplazo, hasta que se
seleccionan todas. Para k € {1,...,N}, sea Ay el evento ‘el nimero de la k-ésima
tarjeta seleccionada es mayor que los niumeros de las seleccionadas previamente’. En-
cuentre la probabilidad de cada evento Aj y demuestre que los eventos Ay, ..., A, son
independientes.

EJjercicio 3.35. Una urna contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20. Se seleccionan
2 bolas, al azar y sin reemplazo. Encuentre la probabilidad de que los dos nimeros de
las bolas seleccionadas difieran por 3 o mas.

EJERCICIO 3.36. Se eligen al azar dos nimeros del conjunto {1,... ,n}. Encuentre
la probabilidad de que uno de los nimeros seleccionados sea menor que k y el otro sea
mayor que k, en donde 1 < k <n.

EJERCICIO 3.37. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, 3 bolas de una urna, la cual contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Si se
sabe que las tres bolas seleccionadas son del mismo color, jcudl es la probabilidad de
que las tres sean blancas?

EJjErCICIO 3.38. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas se selec-
cionan, sin reemplazo, 4 bolas al azar y se transfieren a una sequnda urna, la cual
se encuentre vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo,
dos bolas de la seqgunda urna. Sabiendo que entre las 4 bolas que se transfieren hay
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por lo menos 2 blancas, calcule la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas de
la sequnda urna sean ambas blancas.

EJERCICIO 3.39. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, 3 bolas de una urna, la cual contiene 6 bolas negras y 4 bolas blancas. Si se
sabe que al menos una de las bolas seleccionadas es negra, ;cudl es la probabilidad de
que las 3 sean megras?

EJjercicio 3.40. De una urna que contiene 4 bolas rojas y 6 blancas se seleccionan,
al azar y sin reemplazo, dos bolas; inmediatamente después se selecciona al azar una
de las bolas restantes. ;Cudl es la probabilidad de que la tercera bola seleccionada sea
roja si se sabe que entre las dos primeras hay por lo menos una roja?

EJjeErcicio 3.41. Cada una de dos urnas contiene N bolas numeradas del 1 al N. De
cada una de las cajas se toma una muestra de tamano n sin reemplazo. Calcule la
probabilidad de obtener exactamente k bolas con el mismo nimero.

EJeErcICIO 3.42. Cada una de N personas estaciona su automdovil en uno de N lugares
consecutivos para ser atendidos en una oficina. El automdvil de una persona A no
queda en ninguno de los extremos y antes de A son atendidas n personas, cada una
de las cuales retira su auto. Asumiendo que las N personas son atendidas al azar,
scudl es la probabilidad de que a) A encuentre desocupados los dos lugares contiguos
a su auto? y b) A encuentre ocupados los dos lugares contiguos a su auto?

EJjERrCICIO 3.43. Pedro es un arquero y se sabe que, al disparar una flecha, la proba-
bilidad de que ésta de en el blanco es igual a 1%. Si Pedro realiza 6 lanzamientos de
manera independiente, a) ;cudl es la probabilidad de que acierte en el blanco por lo
menos una vez?. b) Sabiendo que, de los 6 disparos, acierta en el blanco por lo menos
una vez, scudl es la probabilidad de que acierte en el blanco por lo menos dos veces?

Ejercicio 3.44. Una urna contiene 6 bolas rojas y 4 bolas blancas. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con reemplazo, 20 bolas de la urna. FEn-
cuentre la probabilidad de que se obtengan por lo menos 4 bolas rojas en la muestra.

EJjercicio 3.45. Una urna contiene 8 tarjetas marcadas con miumeros posilivos y
10 tarjetas marcadas con nimeros negativos. Un experimento aleatorio consiste en
seleccionar, al azar y con reemplazo, 4 tarjetas de la urna. Encuentre la probabilidad
de que el producto de los 4 nimeros que se obtienen sea positivo.

EJjercicio 3.46. Calcule la probabilidad de obtener exactamente k veces 6 en n lan-
zamientos de un dado®.

2Este problema fue uno de los primeros problemas de probabilidad que se plantearon. En las
primeras soluciones no era evidente la relacién que habia con el desarrollo de un binomio, ésta
fue encontrada mds tarde. Gracias a esta relacién, este tipo de probabilidades adquirié una gran
importancia en el desarrollo posterior de la Teorfa de la Probabilidad (como puede verse en el
capitulo siguiente) y actualmente sigue siendo uno de los tipos principales.
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EJERCICIO 3.47. Un lote contiene n articulos. Si se sabe que v articulos son defec-
tuosos y se inspeccionan uno por uno en un orden aleatorio, jcudl es la probabilidad
de que el k-ésimo articulo (k > r) inspeccionado sea el ultimo defectuoso en el lote?

EJjercIciO 3.48. Una urna contiene 8 bolas rojas, 7 bolas negras y 10 bolas blancas.
Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 3 bolas de
la urna. Calcule la probabilidad de que a) las 3 bolas seleccionadas sean del mismo
color y b) por lo menos una de las bolas seleccionadas sea blanca.

EJjErCICIO 3.49. De una urna que contiene 10 bolas rojas, 10 bolas negras y 10 bolas
blancas, se seleccionan 2 bolas al azar y sin reemplazo. Calcule la probabilidad de que
las dos bolas seleccionadas sean de distinto color.

EJErciciO 3.50. Una urna contiene 6 tarjetas marcadas con niumeros positivos y
8 tarjetas marcadas con niumeros negativos. Un experimento aleatorio consiste en
seleccionar, al azar y sin reemplazo, 4 tarjetas de la urna. Encuentre la probabilidad
de que el producto de los 4 nimeros que se obtienen sea positivo.

EJjErcicio 3.51. Una urna contiene 16 bolas rojas y 14 bolas blancas. Un experi-
mento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 10 bolas de la urna.
Encuentre la probabilidad de que se obtengan a lo mds 4 bolas rojas.

EJERCICIO 3.52. En una fdbrica hay 35 trabajadores por contrato, de los cuales 20
laboran en el turno matutino, y 40 con definitividad, de los cuales 25 laboran en el
turno matutino. En una asamblea de todos los trabajadores, se forma una comision
eligiendo 6 personas al azar. ;Cudl es la probabilidad de que queden representados en
la comision los 4 sectores de trabajadores?

EJeERCICIO 3.53. En una rifa se reparten n boletos, de los cuales m obtendrdn algin
premio. Encuentre la probabilidad de que una persona, que tiene k boletos, obtenga
por lo menos un premio.

EJERCICIO 3.54. Un grupo de 2N mninios y 2N ninas se divide en dos grupos de 2N
personas cada uno. Encuentre la probabilidad de que cada grupo contenga el mismo
numero de ninos que de ninas.

EJERcICIO 3.55. Una urna contiene 4 bolas rojas, 6 bolas negras y 8 bolas blancas.
Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 4 bolas de
la urna. Calcule la probabilidad de que se obtengan por lo menos 2 bolas blancas en
la muestra.






CAPITULO 4

COMBINANDO LAS REGLAS BASICAS

Sea que sobrevengan ”espontdneamente” o que sean “in-

ducidas artifialmente”, las mutaciones aparecen siempre
al azar. Nunca se encuentra alguna relacion entre su
produccion y las condiciones externas, ninguna direccion
dada por el medio.

Francois Jacob

Los eventos elementales tniciales que abren la via de la
evolucion a esos sistemas intensamente conservadores
que son los seres vivos, son microscopicos y fortuitos...
Pero una vez inscritos en la estructura del ADN, el ac-
cidente singular y como tal esencialmente tmpredecible
serd mecanicamente y fielmente replicado y traducido...
Sacado del reino del azar puro, entra en el de la necesi-
dad, el de las certidumbres mds implacables.

Jacques Monod

4.1. Regla de la probabilidad total

El principal método para calcular probabilidades consiste en la utilizacién de las
reglas de la suma y del producto. Si uno quiere calcular la probabilidad de un evento
complejo, se busca expresar ese evento como una unién o una intersecciéon de eventos
mds simples; de preferencia, eventos mutuamente excluyentes para el caso de una
unién y eventos independientes para el caso de una interseccién.
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En la mayor parte de los casos, las reglas de la suma y del producto se utilizan
simultdneamente, expresando el evento cuya probabilidad se quiere calcular, primero
como una unién de intersecciones mutuamente excluyentes y, después, calculando la
probabilidad de cada interseccién utilizando la regla del producto.

Este método para calcular probabilidades se expresa en lo que se llama la regla de la
probabilidad total, tema que se expone a continuacién.

DEFINICION 4.1 (Particién de un espacio muestral). Se dice que una coleccion de
eventos de probabilidad positiva Ay, . .., A, forman una particion del espacio muestral
si éstos son mutuamente excluyentes y Ay U---U A, = Q.

ProPOSICION 4.2 (Regla de la probabilidad total). Sean B un evento cualquiera
y A1, ..., A, una particion del espacio muestral , entonces:

P(B)=P(B|A)P(A)+ ...+ P(B| A,)P(A,)
Demostraciéon

Los eventos BN Ay, ..., BN A, son mutuamente excluyentes y B = (BN A;)U---U
(BN A,), asi que, usando la regla de la suma primero y después la del producto,
obtenemos:

P(B)=P[(BNnA)U---U(BNA,)
=P(BNA)+---+P(BNA,)
= P(B| A))P(Ay) +---+ P(B| A,)P(4,) -

EJjEMPLO 4.3. Una urna contiene 2N bolas numeradas del 1 al 2N. Un experimento
consiste en elegir al azar una bola de esa urna, dejdndola fuera, y después, en elegir
al azar una sequnda. Calcule la probabilidad de que la suma de los nimeros elegidos
sea par.

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

B: la suma de los dos nimeros elegidos es par.
Ay : el nimero de la primera eleccion es par.
As : El nimero de la primera eleccion es impar.

Usando la regla de la probabilidad total, obtenemos:

P(B) = P(B | A))P(A)) + P(B | Ay)P(Ay) = D=L X 4 NL N N3

2N—12N 2N—12N 2N—1
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EjEMPLO 4.4. Una urna contiene r bolas rojas y s bolas blancas; otra urna contiene
a bolas rojas y b bolas blancas. Una bola elegida al azar es transferida de la primera
urna a la seqgunda y, después de esto, se extrae la azar una bola de esta tultima. ;Cudl
es la probabilidad de que esta bola sea roja?

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

Ay : la bola transferida de la primera urna en la sequnda es roja.
As 1 la bola transferida de la primera urna en la sequnda es blanca.
B: la bola extraida de la seqgunda urna es roja.

Usando la regla de la probabilidad total, obtenemos:

P(B) = P(B| A)P(A) + P(B | A)P(Ay) = 575 + biess = et

a+b+1 r+s atbrlrts (r+s)(a+b+1)

EJEMPLO 4.5. Se tienen 3 escritorios, cada uno con dos cajones. El primer escritorio
contiene una moneda de oro en cada cajon; el sequndo contiene una moneda de oro
en un cajon y una de plata en el otro; el tercero contiene una moneda de plata en
cada cajon. Se elige un escritorio al azar, se abre un cajon y después el otro. Calcule
la probabilidad de que el sequndo cajon contenga una moneda de oro bajo la hipdtesis
de que el primero contiene una moneda de oro.

Solucion

Consideremos los eventos siguientes:

Ay : se elige el primer escritorio.

Asy : se elige el seqgundo escritorio.

As : se elige el tercer escritorio.

B : el primer cajon que se abre contiene una moneda de oro.
A : el sequndo cajon contiene una moneda de oro.

Entonces:

o=

_ puaoB) _ P(AY _
P(A| B) = 5@y = pemoran  POAPG) — 1211

winN

Podria pensarse que dado que el primer cajon que se abre contiene una moneda de
oro, solo hay dos posibilidades para el otro cajon, entonces la probabilidad de que
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el seqgundo cajon contenga una moneda de oro deberia ser de % Sin embargo, ese
razonamiento es incorrecto; en realidad hay 3 posibilidades (igualmente probables)
de elegir un cajon con una moneda de oro y de ellas 2 son favorables al evento en
consideracion.

EJEMPLO 4.6 (Urna de Polya). Una urna contiene bolas rojas y blancas. Un expe-
rimento aleatorio consiste en seleccionar sucesivamente una bola al azar de la urna
de tal manera que, después de cada eleccion, la bola seleccionada se regresa a la urna
junto con c bolas mds del mismo color. Para n € N, sea B, el evento ‘la bola se-
leccionada en el paso n es blanca’. Vamos a demostrar que, cualquiera que sea la
configuracion de bolas en la urna y para cualquier n € N, P(B,,) es igual a la propor-
cton inicial de bolas blancas. La demostracion es por induccion sobre n.

Paran = 1, el resultado es inmediato. Supongamos ahora que el resultado es cierto
para n = k y que el proceso se inicia con r bolas rojas y b bolas blancas, entonces,

P(By11) = P(Bgy1 | B1)P(B1) + P(Biya | BY) P(BY)

bte b 4 b v _ blbtetr) _ b
r+b+c r+b r+btcr+b ~ (r+b+c)(r+b) — r+b

EJEMPLO 4.7. Una urna contiene 2 bolas rojas y 3 bolas blancas; una segunda contiene
1 bola roja y 7 bolas blancas y una tercera contiene 3 bolas rojas y 4 bolas blancas. Un
experimento consiste en elegir al azar una de las urnas y, después de eso, en elegir
al azar una bola de la urna elegida. Calcule la probabilidad de que a) esta iltima sea
roja y b) la bola seleccionada sea roja sabiendo que se elige una de las dos primeras
urnas.

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

Ay ¢ la urna elegida es la primera.

Ag 1 la urna elegida es la sequnda.

Asz : La urna elegida es la tercera.

B : la bola extraida es roja.

a. Usando la regla de la probabilidad total, obtenemos:

P(B) = P(B| Ay)P(Ay) + P(B | A2)P(As) + P(B | A)P(4s)

SN
wl=

31 _ 89
+73_280

=
Wl

+
_ P[BN(A1UAy)] _ P[(BNA1U(BNA3)] _ P(B|A;)P(A1)+P(B|Ay)P(As)
b. P(B| AU A,) = p(AlulAQf = P(filUAg) == . P(Ai)-&-P(Az)Q -
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P(A1) P(Az) _ 21,11 _21

P(B | Al)P(A Y+ P(Az2) +P(B| A2) (A)+P(A2) — 52 52 =%
A

Obsérvese que en el ejemplo anterior, P(B | A; U As) tiene una interpretacién na-
tural, pues dada la ocurrencia de A; U Ay, la probabilidad del evento B se calcula
olviddndonos de la tercera urna y suponiendo que el experimento consiste primero en
elegir una de las dos primeras urnas y, después de eso, en extraer al azar una bola de
la urna elegida. Este resultado puede generalizarse ddandonos una interpretacién de
la probabilidad condicional en caso andlogos al considerado en el ejemplo.

Sea £ un experimento aleatorio, Ay,..., A, r eventos mutuamente excluyentes rela-
tivos a £ y B otro evento relativo a £. Tenemos entonces:

__ P[BN(A1U---UA,)] _ P[(BNA;1)U---U(BNA,)]
P(B | Al u.---u Ar) - P(Ald...UAT) - P(/LU--UAT)

P(B|A1)P(A1)++P(B|Ar) P(Ar)
P(A1)+-+P(Ar)

Es decir, dada la ocurrencia del evento A; U --- U A,, cambiando las probabilidades
P(A;) por P(A; | AjU---UA,), la probabilidad del evento B se calcula directamente
usando la regla de la probabilidad total. Obsérvese que este resultado va de acuerdo
con la idea de que dada la ocurrencia de un evento A, éste se vuelve el evento seguro.

En realidad el resultado anterior se puede ver como caso particular de la siguiente
generalizacion de la regla de la probabilidad total.

PropPOsSICION 4.8 (Regla generalizada de la probabilidad total). Sean A, B
y A1, ..., A, eventos relativos a un experimento £ y supongamos que los eventos
Ay, ..., Ay, forman una particion del espacio muestral y que P(A) > 0. Entonces:

P(B|A)=31_, P(B|ANAL)P(Ax | A)

Demostracion
_ P(BNA) _ P[(BNANA:)U..U(BNANA,)] _ P(BNANA1)+..+P(BNANA,)
P(B|4) =5y = ) - vy

P(B|ANA1)P(ANA1)+...+P(B|ANA, ) P(ANA,)
P(4)

P(B| AN ANPGEE + .+ P(B| AN A,) 505

—P(B|ANA)P(A, | A)+...+ P(B| AN A,)P(A, | A)
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EJEMPLO 4.9 (Ley de la sucesién de Laplace). Supongamos que tenemos N + 1
urnas, cada una de las cuales contiene N bolas; supongamos ademds que la urna
nimero k (k € {0,...,N}) contiene k bolas rojas y N — k bolas blancas. Un experi-
mento aleatorio consiste en seleccionar al azar una urna y, después de eso, en elegir,
al azar y con reemplazo, n + 1 bolas de la urna seleccionada. St en las primeras n
extracciones se han obtenido n bolas rojas, ;cudl es la probabilidad de que la siguiente
también resulte bola roja?

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

Ag: la urna elegida es la k-ésima.

B;: en cada una de las primeras v extracciones se obtiene bola roja.
B: en la tltima extraccion se obtiene bola roja.

Entonces:

P(By) = Yo P(Ba | A)P(A) = L, ()" 545 = w1 i (5)”

Los nimeros 4, +, ..., x

N es grande, la suma ZQLO (%)n % se puede aproximar por la integral entre 0 y 1 de

., n . N E\" 1 n N . X
la funcion x™. Es decir, Y ,_, (N) ~ Nfo a"dx = =5, de lo cual se obtiene:

representan una particion del intervalo [0, 1], as? que, cuando

~ N 1 ~ 1
P(Bn) * 51m1 ® wi

De manera andloga, se tiene:

P(BNB,) = P(Bui1) = 0o P(Bust | A P(AR) = 0 ()" 5L

N+1
— 1 ZN (ﬁ)”ﬂw;i_LLN;
T~ N+1 £<k=0 \N ~ N+1n+2 = N+1n+2 7 n+2
Por lo tanto, tenemos:

>n+1

_ PBNBY) _ Shwo(®) et
P(B | Bn) - P(Bn) - Z{g\jzo(%)n ~ n+2
Es decir, mientras mds grande sea la sucesion de bolas rojas obtenidas, la probabilidad
de que la siguiente sea también roja se acercard mds a 1.

El resultado es aparentemente paraddjico pues pudiera pensarse que como las bolas se
extraen al azar y con reemplazo de una urna fija, entonces el resultado de las primeras
n extracciones no deberia influir en la extraccion siguiente. Sin embargo, si bien la
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urna es fija una vez elegida, se trata de una urna elegida al azar de entre varias y es
de esperarse que mientras mas bolas rojas tenga la urna elegida mdas probable serd que
las primeras n bolas extraidas sean rojas y también mdas probable serd que la iltima
sea también roja. FEsto es, intuitivamente puede pensarse que si en las primeras n
extracciones se han obtenido n bolas rojas, entonces lo mas probable es que se haya
elegido una urna con muchas bolas rojas, de aqui que lo mas probable es que en la
ultima extraccion también resulte bola roja. De una manera mds precisa, utilizando
la regla generalizada de la probabilidad total (véase proposicion 4.8), tenemos:

P(B| By) = Y420 P(B | Bu N Ax)P(Ax | By)

Ademdas, P(B | B, N A) = P(B | Ay), pues dado que la urna elegida es la k-ésima,
la probabilidad de B no se altera por el resultado de las primeras n extracciones. Por
lo tanto, se obtiene:

P(B| Ba) = Y310 P(B | Av)P(Ay | By)

Observemos entonces que, dado que el evento B, ocurre, la situacion que tenemos es
equivalente a considerar un experimento consistente en elegir una de N + 1 posibles
urnas, cada una de las cuales tiene una probabilidad distinta de ser elegida, dada por
P(Ay | By), respectivamente; después de elegir la urna se extrae una bola de la urna
elegida y nos preguntamos entonces por la probabilidad de que la bola extraida sea
roja. St las urnas con mayor nimero de bolas rojas tienen mayor probabilidad de ser
elegidas, entonces la probabilidad de extraer una bola roja serd grande. Efectivamente,
este es el caso, pues tenemos:

_ P(AxNBa) _ P(BalAWP(AR) _  P(BalAx)P(Ay)
P(Ac | Bn) = =5l = — Bty = = Z;.V:)p(B:\Aj)Pk(AJ-)

Ast que mientras mds grande sea k, mds grande serd P(Ag | By).

EJEMPLO 4.10 (Aplicacién a la Genética). En la reproduccion de animales y plan-
tas, algunas caracteristicas de los individuos se transmiten a los descendientes; estas
caracteristicas son llamadas caracteres hereditarios.

Los caracteres hereditarios de un individuo estan condicionados por el material genético
transmitido por los padres. Este estd contenido en los cromosomas de los individuos
de la especie y, en las especies heterosexuales, se transmite cuando una célula repro-
ductora de un macho fecunda una célula reproductora de una hembra, formando una
sola célula, en la cual estd presente el material genético de cada una de las células
reproductoras que la originaron.
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El niimero de cromosomas de cada célula reproductora es una constante N para cada
especie; ast, por ejemplo, las células reproductoras del ser humano contienen 23 cro-
mosomas. Al unirse una célula reproductora masculina con una femenina, se forman
células con N pares de cromosomas, los N de cada una de ellas. Los cromosomas de
cada par tienen la misma estructura y se llaman cromosomas homologos.

Cada cromosoma estd compuesto de unidades de material genético, llamados genes.
En general, con cada gen de un cromosoma se encuentra asociado un gen del cro-
mosoma homdlogo. Cada par de genes homdlogos, o un grupo de pares de ellos,
determina un cardcter hereditario, tal como el color de las flores de una planta, el
color de los ojos de un animal, el tamano de la nariz o la estatura de un ser humano.

Genes del mismo tipo no producen siempre el mismo efecto; por ejemplo, en dos plan-
tas de la misma especie, el color de las flores estd determinado por el mismo tipo de
gen, sin embargo, en una el color puede ser blanco y en otra rojo. En otras palabras,
un mismo tipo de gen se puede presentar de diferentes formas, las cuales representare-
mos mediante letras mayisculas A, B, C, ... o minisculas a,b,c, . ... El efecto que se
produzca en un individuo dependerd de la forma en que se presente cada uno del par
de genes homdlogos correspondientes al cardcter hereditario en consideracion.

Muchos genes se pueden presentar unicamente en una de dos posibles formas; tal es
el caso de los genes que determinan el color de algunas flores o el sexo de un ser
humano; sin embargo, otros genes se pueden presentar en una de tres o mds formas
posibles; tal es el caso de los genes que determinan el tipo de sangre en un ser humano,
los cuales se pueden presentar en una de tres posibles formas.

En lo que sigue consideraremos unicamente caracteres hereditarios determinados por
genes que pueden presentarse unicamente en una de dos posibles formas, A y a. El
efecto sobre un individuo dependerd de las formas en que se presenten los genes en los
correspondientes pares de cromosomas homdlogos. Son tres las posibilidades, AA-Aa-
aa, a cada una de las cuales llamaremos un genotipo. Diremos que un individuo con
genotipo AA o aa es puro, mientras que uno con genotipo Aa serd llamado hibrido.

Una célula reproductora contiene unicamente uno de los cromosomas de cada par de
cromosomas homalogos, de manera que una de estas células contiene unicamente uno
de los dos genes presentes en el par de cromosomas homdlogos. FEste gen, presente en
una de las formas A o a en las células reproductoras, se transmite a los descendientes.
El genotipo de un descendiente dependerd entonces del genotipo de cada uno de los
padres y de la forma, A o a, presente en el genotipo que se transmita.

Cuando el genotipo de un padre es AA o aa, no existe ningun problema para deter-
minar cual forma, A o a, se transmite pues unicamente hay una posibilidad. Asi, si
un macho de genotipo AA se cruza con una hembra de genotipo aa, los descendientes
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tendrdan genotipo Aa. FEl problema se presenta cuando uno de los padres tiene genotipo
Aa, pues en ese caso hay dos posibilidades para la forma que se transmite.

En algunos casos la presencia de un genotipo puede no ser evidente pues una de las
formas del gen puede ser dominante, lo cual significa que se manifestard siempre
que esté presente. Por ejemplo, al cruzar dos lineas de chicharos, una que produce
flores blancas y otra flores de color, se observa que todos los descendientes producen
flores de color; sin embargo, al cruzar los descendientes, se observa que los nuevos
descendientes producen tanto flores de color como flores blancas. Fste resultado se
explica si suponemos que la forma A es dominante y, siempre que se presente en el
genotipo de un individuo, tendrd como efecto el que se produzcan flores de color. La
otra forma a, que llamaremos recesiva, tendrd el efecto de que se produzcan flores
blancas unicamente cuando el genotipo sea aa. Asi, en el ejemplo de los chicharos, se
comienza cruzando individuos de genotipo AA con individuos de genotipo aa, dando
como resultado descendientes de genotipo Aa, los cuales, por estar presente A en
el genotipo, producirdn flores de color todos ellos. Al cruzar los descendientes, se
produciran individuos con genotipo AA, Aa o aa, es decir de flores blancas o de
color.

Gregor Johann Mendel (1822-188)), experimentando con la reproduccion de semillas
de chicharo, descubrid que los resultados experimentales, respecto a un cardcter here-
ditario, se explican si se supone que, al cruzarse dos individuos de una poblacion, cada
uno de ellos puede transmitir a los descendientes una de las dos formas presentes en
su genotipo, siendo iguales las probabilidades de transmitir una u otra de esas formas
y siendo independientes una de otra la transmision que realiza cada individuo de la
pareja.

En este ejemplo vamos a utilizar este modelo para estudiar la manera en que evolu-
ctona la proporcion de cada genotipo, de un determinado cardcter hereditario, en una
poblacion heterosexual. Asumiremos que el cardcter hereditario en consideracion estd
determinado por un tipo de gen que se puede presentar unicamente en dos posibles
formas, que denotaremos por A y a, dando lugar entonces a los genotipos AA, Aa y
aa. Asumiremos también que los individuos de la poblacion se reproducen con cruza-
mientos al azar entre dos individuos de sexo opuesto presentes en la poblacion. La
poblacion inicial 1y da origen, mediante reproduccion, a una poblacion 11y, la cual a
su vez origina una poblacion 11y, etc.

Para cadan € {0,1,...}, sean u,, v, w, (resp. u,, v, w ) las frecuencias relativas de
los genotipos AA, Aa y aa, respectivamente, entre los machos (resp. hembras) de la
poblacion I1,,. Ademds, denotaremos por p, y q, (resp. p., y q.,) a las probabilidades
de que en un apareamiento de la poblacion I1,,, el macho (resp. hembra) aporte las
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formas A y a del gen, respectivamente. FEvidentemente se tiene u, + v, + w, =

w,+v,+w, =1, p,+eg=1yp, +q,=1.
Por la regla de la probabilidad total se tiene:
Pn = Uy + %vn
n = Wy + 30n

/o 1,7
pn_un+§vn

¢, = wy, + 30,

Ast que, por la regla del producto y la propiedad de la aditividad finita:

Uy = Ui = PopPly = (Un + 30n) (U], + 507)

Uit = Vet = Putly + P = (- 500) (0 + 500) + (4 507) (wa + 30n)
What = Wni1 = udy = (W + 300) (0], +507)

De manera que, paran > 1, se tiene:

Wy = i1 = (un + J0a)

Voo = Vs = 2 (ttn + L0) (w0 + L0,)

Wiy = Wasr = (W + 30,)°

Por lo tanto, paran > 2, se tiene:

U = tns = (un + Jon)”

= (s + 3000) 4 (s + 302) (s + $ar)]

— (s Bt)? [t + )+ (0t + )]

= (tn-1 + $0n-1)" [tno1 + Vnor + Was]® = (s + Loa)” = un
Wy = Wny1 = (wn + %%)2

2
= [(wnfl + %'Unfl)2 + (Un,1 + %Unfl) (wnfl + %Unfl):|

= (wn—l + %Un—l)2 [(wn—l + %Un—l) + (un—l + %Un—1>]2

L,
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1 2 2 1 2
- (wn—l + §vn—1) [wn—l +vp-1 + un—l] - (wn—l + §Un—1) = Wp
Vo =V =1 —Upp1 — Wpy1 = 1 — Uy — wp, =0
n+1 — Ynt+l — n+1 n+l — n n — Un

Se obtiene asi lo que se conoce como la ley de Hardy: a partir de la segunda
generacién, la frecuencia de cada uno de los genotipos se estabiliza.

El sexo de un individuo es determinado por un tipo de gen que se presenta en dos
formas, denotadas usualmente por X yY, una de las cuales es dominante, usualmente
la que es denotada por Y. En la mayoria de los casos, siempre que se presenta la
forma Y, el individuo es de sexo masculino, tal es el caso de la especie humana, de la
mosca de la fruta y de muchas otras especies; pero, en aves, mariposas y otras especies,
la presencia de la forma'Y en un individuo determina que su sexo sea femenino.

Ezxisten algunos caracteres determinados por genes que se presentan unicamente en
los cromosomas que contienen la forma X. Ese tipo de genes se presenta en general
bajo dos formas, A y a, de las cuales una es dominante, digamos A. Tal es el caso
de los genes que determinan el color de los ojos de la mosca de la fruta, siendo rojo
en todos los individuos que tengan en su genotipo por lo menos una forma A y blanco
en los otros casos.

En todos los casos en que un cardcter hereditario esté determinado por genes que se
presentan unicamente en los cromosomas que contienen la forma X, diremos que el
cardcter, o el gen, estd ligado al sexo. Cuando un gen ligado al sexo se presenta
unicamente en una de dos posibles formas A y a, de las cuales la primera es dominante
y la sequnda recesiva, diremos que un individuo es recesivo cuando se encuentre
ausente la forma A en su genotipo.

Algunos genes ligados al sexo causan defectos en los individuos recesivos, tal es el
caso de los genes que producen el daltonismo y la hemofilia en los seres humanos.

Consideraremos ahora una poblacion en la cual la forma XY determina sexo mas-
culino y la forma XX sexo femenino. Consideraremos ademds un gen ligado al sexo
de esa poblacion, que se presenta en forma dominante y recesiva, y asumiremos que
los individuos de la poblacion se reproducen con cruzamientos al azar entre dos indi-
vtduos de sexo opuesto presentes en la poblacion. La poblacion inicial 11y da origen,
mediante reproduccion, a una poblacion 11y, la cual a su vez origina una poblacion
II,, etc.

Para cadan € {0,1,...}, sean uy,, v,, w, las frecuencias relativas de los genotipos AA,
Aa y aa, respectivamente, entre las hembras de la poblacion 11, y r,, s, las frecuencias
relativas de los genotipos A y a, respectivamente, entre los machos. Ademds, deno-
taremos por p, Y G, a las probabilidades de que en un apareamiento de la poblacion
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IT,,, la hembra aporte las formas A y a del gen, respectivamente. Evidentemente, se
tiene up +v, +wp =1, 1+ 8, =1y pp + ¢, = 1.

Por la regla de la probabilidad total se tiene:

Pn = Uy + %vn

n = Wy + 30n

Mientras que, por la regla del producto y la propiedad de la aditividad finita, se tiene:
Un+1 = Pnln

Un+1 = PnSn + QnTn

Wnt1 = GnSn

Finalmente, se tiene también:

T'n+1 = Pn
Sn+1 = Qn
Asi que:

Pn+1 = Up+41 + %Un—o—l = DPnTn + % (ann + Qnrn) - % (pnrn +pn5n) + % (pnrn + QTLTn) -
2 (Pt 7a)

De manera que:

P1— Po = %(Po—i‘?"o) —Po = —%(po—ro)

Y, paran > 1:

Pt —Pn =35 (Pn+70) = Pn = 5 (Pn + Pn-1) = Pn = —5 (Pn — Pn-1)
Por lo tanto, para n > 1, se tiene:

Pn = Pn1 = (=1)"5:(po — 70)

Prn = Doper (Pk — Pre1) + (po — 70) + 70 = 10 + Xi_o(—=1)¥ 55 (po — 70)

. 1_(_1)"+12n1+1 - 9 n o1
=70+ T(po - 7“0) =To + [5 + (—1) 3.2nj| (Po - 7"0)

= %po + %To + (—1)n3%(170 —79)
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Gn =1—=pn=1—[3po+ 310+ (=1)"55= (po — 70)]
=1—[1—2g0— 350 — (—1)" 55 (g0 — 0]
= %fJo + %So + (—1)713.%(610 — 50)

o= Pn-1 = 2P0 + 570 + (=1)" " 555=r (Do — 70)

_ _ 2 1 —1_1
Sn = Qn-1 = 50 + 350 + (—1)" ' 355=1(q0 — 50)
Si n es grande, se tiene entonces:
~ o o 2 1, 2 1
Dn R Th = 3P0 + 370 = 1-— (§QO + §30)
~ o o2 1
Gn & Sp & 340 + 350
Definamos o = %qo + %s, entonces se tiene:
N A e
qn X Sp R Q
— ~ (1 _ )2
Up = Pn—1Tn—-1 ~ 04
Up = Pn—1Sn—-1 + qn—-1Tn—1 = 205(1 - Oé)
JR— ~ 2
Wp = 4pn-1Sn—-1 ~ &

Del resultado anterior, se sigue, en particular, que si, a la larga, o es la frecuencia
relativa de machos recesivos, entonces la frecuencia de hembras recesivas serd o?.
Ast, por ejemplo, si 1 de cada 100 machos serdn recesivos, entonces 1 de cada 10,000
hembras serdn recesivas. Fsto explica, por ejemplo, el que la hemofilia y el daltonismo

sean mds frecuentes entre los hombres que entre las mujeres.

4.2. Regla de Bayes

La probabilidad condicional surge de problemas del siguiente tipo: se realizan en
forma sucesiva dos experimentos aleatorios tales que, una vez hecho el primero, las
probabilidades de los posibles resultados del segundo dependen del resultado de aquél;
entonces, si A y B son dos eventos relativos al primero y segundo experimento, res-
pectivamente, nos interesa conocer la probabilidad de que ocurra el evento B dado
que ocurre el evento A. Sin embargo, la definicién de probabilidad condicional es
general y, en la misma situacién descrita, tiene sentido calcular la probabilidad de
ocurrencia del evento A dado que ocurre el evento B. A este tipo de probabilidades
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se les conoce como probabilidades de causas pues si pensamos en los eventos A y
B como relativos a un primero y segundo experimentos, respectivamente, podemos
pensar también a los resultados del primer experimento como las “causas” de los re-
sultados del segundo; evidentemente el nombre “causas” expresa tnicamente que hay
un orden en la realizacién de los experimentos y no una relacién real de causa-efecto.

En general, en una situacién como la descrita, es mds simple calcular P(B | A) que
P(A | B), por tal motivo el célculo de esta iltima se realiza utilizando la siguiente
formula:

_ P(BIA)P(A)
P(A| B) = =5 —
relacién que es conocida como férmula de Bayes por haber sido Thomas Bayes
el primero en usarla explicitamente, aunque resulta inmediatamente de la regla del
producto y ésta ya habia sido demostrada en su forma general por Abraham de
Moivre.

Consideremos ahora un experimento aleatorio en el cual necesariamente ocurre al-
guno de n eventos mutuamente excluyentes A;,..., A,. Sea B un evento relativo al
experimento; usando la regla de la probabilidad total, la férmula de Bayes puede ser
escrita de la siguiente manera:

_ P(B|A;)P(A;)
P(A; | B) = P(B|A1)P(A1)+-+P(B|An)P(An)

EjEMPLO 4.11. Una urna contiene v bolas rojas y b bolas blancas. Se sacan sucesiva-
mente y sin reemplazo, dos bolas de la urna. Calcule la probabilidad de que la primera
bola sea roja bajo la hipdtesis de que la sequnda lo es.

Solucion

Consideremos los eventos siguientes:
Aq: la primera bola es roja.

As: la primera bola es blanca.

B: la sequnda bola es roja.

Entonces:

N P(B|A1)P(A;) _ o r=1
P(Ay | B) = P(B|Al)P(Al)iP(B\lAg)P(Az) T ortb-1

Obsérvese que, en este caso, P(A; | B) = P(B | Ay), lo cual es explicable pues en
realidad la seqgunda extraccion puede ser considerada como la primera y viceversa.
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EJEmMPLO 4.12. Una urna contiene 2N bolas numeradas del 1 al 2N . Un experimento
consiste en elegir, al azar y sin reemplazo, dos bolas de la urna, consecutivamente.
Calcule la probabilidad de que en la primera eleccion resulte un nimero par bajo la
hipdtesis de que la suma es par.

Solucion

Consideremos los eventos siguientes:

B: la suma de los dos nimeros elegidos es par.
Ay : el nidmero de la primera eleccion es par.
Ay : el nimero de la primera eleccion es impar.

Entonces:

B P(B|A1)P(A;) 1
P<A1 ’ B) = P(B|A1)P(A1)irP(BllAz)P(Aﬂ T2

EjeMpPLO 4.13. Supongamos que tenemos N wurnas, cada una de las cuales contiene
N bolas; supongamos ademds que la uwrna nimero i (i € {1,...,N}) contiene i bolas
rojas y N — i bolas blancas. Un experimento estd compuesto de dos partes, en la
primera se selecciona al azar una urna, fijando ast la probabilidad p de que, al selec-
cionar una bola de ella, se obtenga una roja. En la seqgunda parte se seleccionan, al
azar y con reemplazo, n bolas de la urna seleccionada. Sabiendo que la muestra de n
bolas contiene k bolas rojas, ;cudl es la probabilidad de que el valor de p, que se fija
en la primera parte del experimento, esté comprendido entre dos valores v y [3, en
donde 0 < a <[ <17

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A;: p toma el valor p; = %, parai € {1,... N}.

A: p estd comprendida entre o y 3.

By.: la muestra de n bolas contiene exactamente k rojas.
Se tiene:

P(A| By) = EUnBY _ S PANBOA) _ Zgasg s PO0A)

P(Br) — YN P(Brl)P(A) N, P(BilAi)P(A:)

n\ k An—k 1
YN, P(BilA)P(A) L (Mpka—p)
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i\ k
| Stesgen (G 04
S (D) (%) 4
Con N fija, cada suma de este cociente es una suma de Riemann correspondiente a la
funcién (Z) 2*(1—2)"* y a una particion del intervalo [, 3] y [0, 1], respectivamente,
en partes iguales. Por lo tanto, st N es grande, tendremos:

s (1—z)"~ kdm
(A | Bk) ?01 Ek;xk(l m;n kdw ( )fﬂ g n *dx

Este resultado se debe a Bayes, quien se planteaba el problema de determinar la pro-
babilidad de ocurrencia de un evento a partir del conocimiento del resultado de n
repeticiones del experimento con respecto al cual estd definido dicho evento. Sip es
la probabilidad buscada, Bayes encuentra que, dado que en las n repeticiones del ex-
perimento el evento ocurre k wveces, la probabilidad de que p esté comprendida entre
dos nimeros o y 3 estd dada por la férmula de arriba.

La grifica de la funcion x — (Z)xk(l — x)”_k es como sigue:

n=20, k=15

Obsérvese que el valor mdximo se alcanza en xro = %; esto significa que, dado que el
evento ocurre k veces en n repeticiones del experimento, es mds probable que p esté
comprendida en un intervalo que contenga al punto %

El tomar p; = % al inicio del experimento lo justifica Bayes por el hecho de que, de
esa manera, la probabilidad de obtener exactamente k bolas rojas en la muestra de n
es la misma cualquiera que sea k, en efecto:

P(Br) =30 ()G = 5 % = [y (D2 (1 — 2)"Fde = 4
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En su forma original, Bayes no parte de las probabilidades p; = - sino de un mo-
delo continuo. Bajo esa forma, este problema volverd a tratarse en la seccion de
distribuciones condicionales, en el sequndo volumen de este libro.

EJEMPLO 4.14. Una moneda balanceada es lanzada N veces. En cada lanzamiento se
coloca en una urna una bola blanca, cuando el resultado es cara y una bola roja, cuando
el resultado es cruz. En sequida se sacan con reemplazo n bolas de la urna. Calcule la
probabilidad de que la proporcion de bolas blancas en la urna esté comprendida entre
dos nimeros o y 3 bajo la hipdtesis de que de las n bolas extraidas, k son blancas.

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A; : la urna contiene i bolas blancas.

By.: de las n bolas extraidas, k son blancas.

A: la proporcion de bolas blancas en la urna esta comprendida entre o y (3.

Entonces:
(A| By) = P(ANBy) _ N, P(ANBuNA;) i< <py F(BeNAi)
BT UPBY) T SN P(Bul)P(A) SN, P(BilA)P(A)
_ Lgiasfr<py PBHANPAD) Z{’La< i <6}( )G () 5w
S P(Bi|Ai)P(A;) o (n)( Ye(1— i) ( )2}\]

A

Como se ilustra con el siguiente ejemplo, la regla de Bayes puede ser 1itil atin cuando
no se trate de experimentos que constan de varias partes.

EJEMPLO 4.15. Cuando se realiza una prueba para detectar la presencia de una cierta
enfermedad, se dice que se obtiene un falso negativo cuando la prueba resulta negativa
para una persona que tiene la enfermedad, mientras que se dice que se obtiene un falso
positivo cuando la prueba resulta positiva para una persona que no la tiene. Una buena
prueba es entonces aquella para la cual la probabilidad de un falso negativo y de un
falso positivo sean pequenas. Supongamos que una prueba de sangre de una cierta
enfermedad contagiosa es tal que las probabilidades de un falso negativo y de un falso
positivo son ambas iguales a 0.05. Supongamos ademds que la probabilidad de que una
persona elegida al azar esté contagiada es igual a p. Se elige una persona al azar y se
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le practica la prueba, resultando positiva, ;cudl es la probabilidad de que la persona
esté contagiada?

Solucion

Definamos los eventos

A: la persona seleccionada estd contagiada.

B: la prueba resulta positiva.

Se sabe entonces que P(B°| A) =0.05, P(B | A°) =0.05 y P(A) = p.

Por lo tanto:

_ P(BlA)P(A) _ P(B|A)P(A) _ 0.95 095
P(A| B) = P(B) P(BIA)P(A)+P(BIA)P(A¢) 0.95p+0.0§(1—p) - 0.90p+1(;.05
La grifica de la funcion f(p) = % se muestra a continuacion.

Obsérvese que cuando p es pequena, dado que la prueba resulta positiva, la probabilidad
de que la persona esté contagiada no es muy grande. Por ejemplo, f(0.005) = 0.087,
de manera que, en ese caso, menos del 9% de la personas para las cuales la prueba
resulta positiva, estdn contagiadas. La probabilidad de contagio es alta unicamente
para valores de p relativamente altos, por ejemplo f(0.3) = 0.89063, de manera que,
en ese caso, mds del 89% de las personas para las cuales la prueba resulta positiva,
estan contagiadas.
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EJERCICIOS

EJERcICcIO 4.1. Una urna contiene 2 bolas blancas y 4 bolas rojas, una sequnda urna
contiene 3 bolas blancas y 2 bolas rojas y una tercera urna contiene 4 bolas blancas y
5 bolas rojas. Se elige 1 bola al azar de la primera urna y se transfiere a la sequnda;
después de esto, se selecciona al azar 1 bola de la sequnda urna y se transfiere a
la tercera; finalmente se selecciona al azar una bola de la tercera urna. Calcule la
probabilidad de que la bola que se obtiene finalmente sea roja.

EJERCICIO 4.2. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas rojas, una seqgunda urna
contiene 4 bolas blancas y 4 bolas rojas. Se eligen, al azar y sin reemplazo, 2 bolas
de la primera urna y se transfieren a la sequnda; después de esto, se selecciona al
azar 1 bola de la segunda urna. Calcule la probabilidad de que la bola que se obtiene
finalmente sea roja.

EJjERrCICIO 4.3. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas se seleccio-
nan, sin reemplazo, 6 bolas al azar y se transfieren a una sequnda urna, la cual se
encuentra vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo, 4
bolas de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que entre las 4 bolas seleccionadas
de la sequnda urna haya exactamente 2 blancas.

EJjERrCICIO 4.4. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas se seleccio-
nan, sin reemplazo, 4 bolas al azar y se transfieren a una sequnda urna, la cual se
encuentra vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo,
dos bolas de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas
de la sequnda urna sean ambas blancas.

EJjErCICIO 4.5. Una urna contiene 8 bolas blancas y 2 bolas rojas, una seqgunda urna
contiene 5 bolas blancas y 5 bolas rojas y una tercera urna contiene 3 bolas blancas
y 5 bolas rojas. Se elige 1 bola al azar de cada una de las dos primeras urnas y se
transfieren a la tercera; después de esto, se seleccionan al azar 2 bolas de la tercera
urna. Calcule la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas de la tercera urna
sean ambas blancas.

EJERCICIO 4.6. Una urna contiene 4 bolas rojas y 6 blancas; una seqgunda contiene 6
bolas rojas y 2 blancas y una tercera contiene 3 bolas rojas y 5 blancas. Un experimento
aleatorio consiste en elegir al azar una de las urnas y, después de eso, en elegir al
azar una bola de la urna elegida. Sabiendo que la bola seleccionada no proviene de la
tercera urna, ;cudl es la probabilidad de que sea roja?

EJERCICIO 4.7. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige al azar una
bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra y asi sucesivamente,
hasta sacar todas las bolas. Utilizando la regla de la probabilidad total y mediante un
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razonamiento de induccion, demuestre que la probabilidad de que en el j-ésimo paso

se saque una bola roja es igual a 1.

EJjercicio 4.8. Consideremos una poblacion formada por familias en las cuales hay
a lo mas 5 hijos, de tal manera que los porcentajes de familias con 0, 1,2 3,4 y 5
hijos estan dados por 5%, 15%, 30%, 25%, 20% y 5%, respectivamente. Supongamos
ademds que la probabilidad de que un hijo sea vardén es igual a 0.5. Al seleccionar
una familia al azar de esa poblacion, ;cudl es la probabilidad de que todos los hijos
sean varones sabiendo que a) hay al menos un hijo varon? y b) la familia tiene por
lo menos un hijo?

EJERCICIO 4.9. Se tienen 3 cartas; una de ellas es roja de ambos lados, la sequnda
es roja de un lado y blanca del otro y la tercera es blanca de ambos lados. Se elige al
azar una de las cartas y se coloca sobre una mesa. Sabiendo que el color que muestra
la carta seleccionada es rojo, ;cudl es la probabilidad de que del otro lado también sea
roja?

EJERCICIO 4.10. Se tienen 4 escritorios, cada uno con dos cajones. Los dos primeros
escritorios contienen una moneda de oro en cada cajon, el tercero contiene una mo-
neda de plata en cada cajon y el cuarto contiene una moneda de oro en un cajon y
una de plata en el otro. Se elige un escritorio al azar, se abre un cajon al azar y
después el otro. Si en el primer cajon se encuentra una moneda de oro, scudl es la
probabilidad de que el sequndo cajon también contenga una moneda de oro?

EJjeRrciciO 4.11. La probabilidad de que un documento se encuentre en alguno de
los 8 cajones de un escritorio es igual a p. Si el documento se encuentra en el
escritorio, es igualmente probable que se encuentre en cualquiera de sus 8 cajones.
Se busca el documento en 7 de los cajones y no se encuentra. Calcule la probabilidad
de encontrarlo en el octavo cajon.

EJercicio 4.12. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas rojas, una sequnda urna
contiene 4 bolas blancas y 4 bolas rojas. Se eligen, al azar y sin reemplazo, 2 bolas
de la primera urna y se transfieren a la sequnda; después de esto, se seleccionan, al
azar y sin reemplazo, 3 bolas de la sequnda urna. Calcule la probabilidad de que entre
estas ultimas haya bolas de los dos colores.

Ejercicio 4.13. Una urna contiene 2 bolas blancas y 1 negra; otra urna contiene 1
bola blanca y 5 bolas negras. Una bola elegida al azar es transferida de la primera urna
a la seqgunda y, después de ésto, se extrae al azar una bola de esta wltima. Calcule la
probabilidad de que la bola que se transfiere sea negra bajo la hipdtesis de que en la
extraccion resulta bola blanca.

EJERCICIO 4.14. Se selecciona al azar una bola de una urna, la cual contiene 3 bolas
rojas y 6 blancas. Si la bola seleccionada es blanca, se devuelve a la urna, mientras
que si es roja, no se devuelve. Inmediatamente después se elige al azar otra bola de
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la urna. Si se sabe que la seqgunda bola seleccionada es roja, scudl es la probabilidad
de que la primera también lo sea?

EJERCICIO 4.15. Se selecciona al azar una bola de una urna, la cual contiene 10 bolas
rojas y 5 bolas negras. Si la bola seleccionada es roja, se regresa a la urna, mientras
que st es negra, la bola seleccionada se regresa a la urna junto con dos bolas negras
mdas. a) Calcule la probabilidad de que una sequnda bola que se seleccione al azar de
la urna sea negra. b) Si al seleccionar una segunda bola al azar se obtiene una bola
negra, scudl es la probabilidad de que la primera bola que se selecciona también sea
negra?

EJERCICIO 4.16. De una urna que contiene 3 bolas rojas y 6 bolas blancas se selec-
ciona al azar una bola y se regresa a la urna junto con 3 bolas mas del mismo color;
inmediatamente después se selecciona al azar otra bola de la urna. Sabiendo que la
sequnda bola seleccionada es roja, scudl es la probabilidad de que la primera también
lo sea?

EJERCICIO 4.17. Se tienen dos urnas, la primera contiene 3 bolas blancas y 4 bolas
rojas, mientras que la sequnda contiene 6 bolas blancas y 3 bolas rojas. Un experimento
aleatorio consiste en lanzar una moneda balanceada una vez; st se obtiene cara, se
selecciona al azar una bola de la primera urna, si se obtiene cruz, se selecciona al
azar una bola de la seqgunda urna. Sabiendo que finalmente se obtiene una bola blanca,
scudl es la probabilidad de que se obtenga cara al lanzar la moneda?

EJERCICIO 4.18. Una moneda desbalanceada estd hecha de tal forma que la probabi-
lidad de obtener cara es el doble de la probabilidad de obtener cruz. Un experimento
aleatorio consiste en lanzar dicha moneda una vez, si se obtiene cara, se selecciona al
azar una bola de una urna que contiene 9 bolas blancas y 3 bolas rojas, mientras que
st se obtiene cruz, se selecciona al azar una bola de otra urna que contiene 4 bolas
blancas y 8 bolas rojas. a) sCudl es la probabilidad de que se obtenga finalmente una
bola roja? b) Supongamos que como resultado del experimento se obtiene finalmente
una bola roja, ;cudl es la probabilidad de que en la primera parte de éste se obtenga
cruz al lanzar la moneda?

EJERCICIO 4.19. En una cierta poblacion, el 70% de los individuos son hombres y el
30% son mujeres. Se sabe que el 40% de los hombres de esa poblacion fuma, mientras
que de las mugeres lo hace el 60%. a) Si se seleccionada al azar una persona de dicha
poblacion, scudl es la probabilidad de que esa persona fume? b) Si se observa que
un individuo de dicha poblacion estd fumando, scudl es la probabilidad de que esa
persona sea una mujer?

EJERCICIO 4.20. Una compariia de sequros estima que en una cierta poblacion, el 30 %
de los individuos son propensos a tener accidentes. Estima ademds que la probabilidad
de que una persona propensa a tener dicho accidente lo tenga realmente, en un periodo
de un ano, es igual a 0.4, mientras que esta probabilidad se reduce a 0.2 para las
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personas no propensas. a) sCudl es la probabilidad de que un nuevo asequrado tenga
un accidente durante el primer anio de la poliza?. Si un asegurado tiene un accidente
durante el primer ano de la pdliza, scudl es la probabilidad de que b) esa persona
sea propensa a tener un accidente? y c) el asequrado tenga un accidente durante el
sequndo ano de la poliza?

EJERCICIO 4.21. Un estudiante presenta un examen de opcion maultiple en el cual
cada pregunta tiene 5 posibles respuestas, de las cuales uinicamente una es la correcta.
Si el estudiante conoce la respuesta correcta, esa es la que selecciona, en otro caso
selecciona al azar una de las 5 posibles respuestas. Supongamos que el estudiante
conoce la respuesta correcta de 70% de las prequntas. Dada una pregunta que es
contestada correctamente, ;cudl es la probabilidad de que el estudiante conozca la
respuesta correcta?

EJERCICIO 4.22. Un bolso contiene 3 monedas, una de las cuales estd acunada con
dos caras mientras que las otras dos monedas son normales (cara de un lado, cruz del
otro). Se escoge al azar una moneda del bolso y se lanza 4 veces en forma sucesiva.
Sabiendo que se obtiene cara en las 4 ocasiones que se lanza la moneda, ;cudl es la
probabilidad de que se seleccione la moneda con dos caras?

EJERCICIO 4.23. En una fdabrica hay dos mdquinas, A y B, las cuales producen el 40 %
y el 60% respectivamente de la produccion total. Se sabe que la mdquina A produce
aprorimadamente 3% de articulos defectuosos, mientras que la mdquina B produce
aprozimadamente 5% de articulos defectuosos. Encuentre la probabilidad de que un
determinado articulo defectuoso sea producido por la mdaquina A.

EJERCICIO 4.24. La probabilidad de que cada articulo producido por una mdquina
satisfaga el estandar es igual a 0.96. Cuando un articulo satisface el estandar, la
probabilidad de que pase el sistema de inspeccion es igual a 0.98, mientras que cuando
no lo satisface la probabilidad es de 0.05. Dado que un articulo pasa el sistema de
inspeccion, scudl es la probabilidad de que satisfaga el estandar?

EJERCICIO 4.25. Supongamos que una prueba de sangre de una cierta enfermedad
contagiosa es tal que las probabilidades de un falso negativo y de un falso positivo son
ambas iguales a 0.01. Supongamos ademds que la probabilidad de que una persona
elegida al azar esté contagiada es igual a p. ;Para qué valores de p, estdn contagiadas
mds del 90% de la personas para las cuales la prueba resulta positiva?

EJERCICIO 4.26. En un juicio, se estd demandando a un hombre pension alimenticia
para un nino, por ser el supuesto padre; sin embargo, el demandado asequra no ser
el padre del nino. FEl abogado de la demandante argumenta que se ha encontrado en
el nino una caracteristica genética que posee el padre, la cual se presenta inicamente
en el 1% de la poblacién adulta y, cuando estd presente, se transmite con sequridad
de padre a hijo. El abogado anade que, a priori no se sabe si el hombre demandado
es el padre del nino, de manera que la probabilidad de que lo sea es igual a %, pero,
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dado que se ha encontrado en el nino la caracteristica genética que posee el hombre, la
probabilidad de que el demandado sea realmente el padre del nino es casi igual a 1. a)
Encuentre la probabilidad cercana a 1 a la cual hace referencia el abogado. b) ;Qué se
podria argumentar en contra del razonamiento que hace el abogado de la demandante?
¢) Supongamos que, antes de disponer de la informacion sobre la presencia en el nino
de la caracteristica genética que posee el hombre, el juez determina que la probabilidad
de que el hombre sea el padre del nino es igual a p. ;Cudl es la nueva probabilidad P
de que el hombre sea el padre del nino que determinaria el juez una vez que dispone
de la nueva informacion? d) Para 0 < p < 0.1, grafigue P como funcion de p. e)
Determine los valores de p para los cuales P resulta cercana a 1 (témese como cercana
a 1 una probabilidad mayor que 0.99).

EJERCICIO 4.27. Un médico llegé a la conclusion de que la probabilidad de que su
paciente, el Sr. Flores, padezca una cierta enfermedad es igual a 0.6. El médico
sigue una regla segun la cual cuando la probabilidad de que un paciente padezca dicha
enfermedad es 0.8 o mds, entonces recomienda cirugia, pero si la probabilidad es
menor a 0.8, entonces recomienda estudios adicionales, los cuales son costosos y
dolorosos. Por tal motivo, el médico recomienda al Sr. Flores hacerse un estudio,
resultando positivo. Dicho estudio tiene la caracteristica de resultar positivo en todos
los casos en que la persona padece la enfermedad y negativo en los casos en que
la persona no padece la enfermedad vy el resultado del estudio no es alterado por
otros padecimientos del paciente. El resultado del estudio indicaba al médico que debe
de recomendar cirugia, sin embargo, después de realizado el estudio, el Sr. Flores
informa al médico que padece de diabetes, lo cual no habia contemplado el médico
hasta ese momento. FEsta informacion pone en duda al médico pues el estudio que
le practicaron al Sr. Flores resulta positivo en 30% de los casos en que el paciente
no padece la enfermedad pero es diabético. ;Qué debo recomendar?, se prequnta el
médico, ;otro estudio o cirugia?

EJjErCICIO 4.28. Un dado desbalanceado estd hecho de tal forma que la probabilidad de
obtener el nimero k es igual a ck, en donde c es una constante y k € {1,2,3,4,5,6}.
Un experimento aleatorio consiste en lanzar dicho dado; si se obtiene como resultado
el nimero k, se lanza una moneda balanceada k veces. Dado que al lanzar la moneda
se obtiene por lo menos una cara, scudl es la probabilidad de que se obtenga el nimero
2 al lanzar el dado?

EJercicio 4.29. Un dado balanceado es lanzado 5 wveces. Después de cada lanza-
miento se coloca en una urna A una bola blanca cuando el resultado es el nimero 6
y una bola roja cuando el resultado no es el nimero 6. Inmediatamente después, se
seleccionan, al azar y con reemplazo, 3 bolas de la urna. Dado que las 3 bolas selec-
cionadas son blancas, scudl es la probabilidad de que la urna contenga unicamente
bolas blancas?
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EJercicio 4.30. Se tienen dos urnas, la primera contiene 4 bolas rojas y 6 bolas
blancas, mientras que la sequnda contiene 8 rojas y 2 blancas. Se seleccionan, al azar
y sin reemplazo, 2 bolas de la primera urna y se transfieren a la sequnda. Inmedia-
tamente después, se seleccionan, al azar y sin reemplazo, 2 bolas de la sequnda urna.
Sabiendo que finalmente se obtienen 2 bolas blancas, ;cudl es la probabilidad de que
se transfieran 2 bolas blancas de la primera urna a la seqgunda?

EJercicio 4.31. Una moneda balanceada es lanzada 5 veces. En cada lanzamiento se
coloca en una urna una bola blanca cuando el resultado es cara y una bola roja cuando
el resultado es cruz. En segquida se sacan con reemplazo n bolas de la urna. Calcule
la probabilidad de que la urna contenga unicamente bolas blancas bajo la hipdtesis de
que las n bolas extraidas son blancas.

EJERCICIO 4.32. Supongamos que disponemos de 5 urnas de tal manera que 4 de ellas
contienen 3 bolas rojas y 3 bolas blancas cada una, mientras que la quinta contiene 5
bolas blancas y 1 bola roja. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y sin reemplazo, 3 bolas de una de las 5 urnas, la cual se selecciona también al azar.
Sabiendo que las 3 bolas seleccionadas son blancas, ;cudl es la probabilidad de que se
seleccione la urna con 5 bolas blancas?



CAPITULO 5

LA ADITIVIDAD NUMERABLE

¢No hay entonces mingun fundamento para la oposicion
que habiamos creido discernir entre el Cdlculo de Pro-
babilidades y el individualismo? Por el contrario, hay
uno muy real pues el individualismo es antisocial mien-
tras que el Calculo de Probabilidades es la base de lo que
se podria llamar las matemdticas sociales. En efecto, su
estudio nos recuerda que vivimos en sociedad y que los
fenomenos sociales tienen una existencia real y un in-
terés propio. Nos recuerda que, si bien los hombres son
diferentes en muchas cosas, son parecidos en el sentido
de que todos ellos estdn expuestos a los accidentes, a la
enfermedad, a la muerte; ... FEl estudio de esos hechos
no puede mds que contribuir a desarrollar la nocion de
solidaridad, a recordar a cada uno que no debe conside-
rarse como independiente del medio en donde vive y que
debe participar en la reparacion de los danos fortuitos que
sufra su vecino y que podria estarlos sufriendo él mismo.

Félix Edouard Justin Emile Borel

5.1. Espacios muestrales infinitos numerables

No es dificil imaginar un experimento aleatorio el cual admita un nimero infinito de
posibles resultados; consideremos por ejemplo el experimento consistente en lanzar
una moneda tantas veces como sea necesario hasta obtener una cara; en este caso,
dado cualquier nimero entero positivo n, es posible que la primera cara ocurra en
el n-simo lanzamiento. De hecho ya hemos considerado anteriormente experimentos
aleatorios de este tipo (véanse los ejemplos 2.34 y 4.6 y los ejercicios 2.32 y 2.33) y
hemos calculado probabilidades de eventos asociados con ellos, mediante las reglas y

115



116 5. LA ADITIVIDAD NUMERABLE

métodos que hemos considerado hasta estos momentos. Sin embargo, si se revisan esos
ejemplos se observard que, si bien el experimento aleatorio correspondiente admite
una infinidad de posibles resultados, nos interesaba calcular la probabilidad de un
evento cuya ocurrencia o no ocurrencia depende solo de un niimero finito de ellos.

En esta seccién consideraremos algunos problemas relacionados con experimentos
aleatorios que admiten una infinidad de posibles resultados, pero, a diferencia de los
ejemplos tratados con anterioridad, en esta ocasion se tratard de calcular probabilidad
de eventos cuya ocurrencia o no ocurrencia depende de una coleccién infinita de
posibles resultados. El tratamiento de estos problemas nos llevara a la consideracién
de la extensién de la propiedad de la aditividad finita al caso infinito numerable.

Consideremos nuevamente el experimento consistente en lanzar una moneda tantas
veces como sea necesario hasta obtener una cara.

Llamando E (éxito) al hecho de obtener cara en un lanzamiento y F' (fracaso) al hecho
de no obtenerla, cada posible resultado de este experimento puede representarse ya sea
mediante una sucesion finita (F, ..., F,S) formada por fracasos consecutivos seguidos
de un éxito, o bien mediante una sucesién infinita (F, F, . ..) formada exclusivamente
por fracasos. De esta manera, el espacio muestral de este experimento se puede
representar de la siguiente manera:

Q={(E),(FE),(F,F,E),.. }U{(F,F,...)}

Como los lanzamientos son independientes uno del otro, la probabilidad de cada
uno de los posibles resultados del experimento se puede calcular facilmente. Efec-
tivamente, si llamamos w,, al elemento de €) consistente de una secuencia de n — 1
fracasos seguidos de un éxito, se tiene:

P({wn}) = (3)", paran €N

Por otra parte, si denotamos por w,, al elemento (F, F, F|...), entonces la ocurrencia
del evento {w..} implica que, dado cualquier n € N, en los primeros n lanzamien-
tos se obtiene fracaso, de manera que, aplicando las propiedades de la funcién de
probabilidad, se debe de tener:

P({Woo}) < (%)”

para toda n € N. Asf que:

P({weo}) =0
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Obsérvese que en el caso de un experimento aleatorio con un espacio muestral finito,
P(A) = 0 significa que el evento A nunca ocurre; en cambio aqui tenemos un evento
de probabilidad cero cuya ocurrencia es posible.

Gracias a la propiedad de la aditividad finita, la probabilidad de cualquier evento
compuesto por un numero finito de elementos de €2 queda entonces tinicamente deter-
minada y se puede calcular simplemente sumando las probabilidades de los posibles
resultados que lo componen. De la misma manera, la probabilidad de un evento
compuesto por todos los elementos de 2, excepto un nimero finito de ellos, tam-
bién queda tnicamente determinada y se puede calcular restando de 1 la suma de
las probabilidades de los posibles resultados que no pertenecen al evento en consi-
deracién. Sin embargo, el cédlculo de la probabilidad de un evento tal que tanto él
como su complemento estén compuestos por una infinidad de posibles resultados no
puede calcularse inmediatamente aplicando la propiedad de la aditividad finita. Esta
probabilidad quedaria tinicamente determinada y se podria calcular si agregdramos
como propiedad del modelo que queremos construir una andloga a la de la aditividad
finita para el caso de una coleccién infinita numerable de eventos, la cual llamaremos
la propiedad de la aditividad numerable.

Para ser mas precisos, definamos formalmente el concepto de aditividad numerable y,
dado que mds adelante utilizaremos este concepto de una manera general, sin hacer
referencia a un espacio de probabilidad, conviene dar la definicién de este concepto
asf como del de la aditividad finita dentro de un contexto mds amplio.

DEFINICION 5.1 (Funcién finitamente aditiva). Sea ) un conjunto y A la familia
de todos los subconjuntos de Q. Se dice que una funcion P : A [0,1] es finitamente
aditiva st dada cualquier familia finita de subconjuntos de ), Ay, ..., A,, tales que

A;NA; =0 parai# j, entonces P(|J Ag) = 1 P(Ax) .
k=1

DEFINICION 5.2 (Funcién o-aditiva). Sea 2 un conjunto y A la familia de todos los
subconjuntos de Q. Se dice que una funcion P : A — [0,1] es o-aditiva, o que satisface
la propiedad de la aditividad numerable, si es finitamente aditiva y dada cualquier

familia infinita numerable de subconjuntos de Q, Ay, As, ..., tales que A; N A; =0

para i # j, entonces P(|J Ag) =Y ro ) P(Ax).
k=1

La propiedad de la aditividad numerable va a jugar el mismo papel que las otras pro-
piedades de la funcién de probabilidad, es decir, servira para poder extender la funcién
de probabilidad a una familia m&s grande de eventos cuando se ha iniciado el proceso
de asignar probabilidades a una familia particular. Con algunas consideraciones adi-
cionales sobre la familia de eventos a los cuales se podrd asignar una probabilidad,
en un modelo matemdtico general, la propiedad de la aditividad numerable
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deberd agregarse como propiedad adicional de la funcién de probabilidad
si queremos que ésta se pueda extender a eventos que dependen de una
coleccién infinita de posibles resultados. Sin embargo, es ilustrativo abundar
en el estudio de esta propiedad pues se puede mostrar que en algunos casos se puede
obtener como consecuencia de las otras propiedades de la funcién de probabilidad que
hemos estudiado hasta este momento.

EJEMPLO 5.3. Supongamos que, dado el experimento aleatorio descrito antes, que-
remos calcular la probabilidad de que el experimento se termine en un nidmero par
de lanzamientos. El correspondiente evento A se puede entonces representar como
A = {ws,wy,...}. De manera que, asumiendo que la funcion de probabilidad es o-
aditiva, se tiene:

PA) =2, (H)* =1

La probabilidad del evento A se puede encontrar con otro método, aparentemente sin
apelar a una generalizacion de la propiedad de la aditividad finita al caso infinito. En
efecto, consideremos los siguientes eventos:

Aq: se obtiene fracaso en el primer lanzamiento y éxito en el sequndo.

C': se obtiene fracaso en los primeros dos lanzamientos.

Por la propiedad de la aditividad finita, se tiene:
P(A)=P(A)+P(ANC)=P(A))+ P(A| C)P(C) = P(A1) + P(A)P(C)

Pero, dado que C' ocurre, las condiciones del experimento son como las del inicio, por
lo tanto, P(A | C') = P(A). Asi que:

P(A) = P(A1) + P(A| C)P(C) = P(A1) + P(A)P(C)
Por lo tanto:

P(A) = U0 _ & _

1
1-P(C) —1-1 3

Aparentemente no se estd haciendo aqui referencia a la propiedad de o-aditividad;
sin embargo, vamos a mostrar que la relacion P(A N C) = P(A)P(C) la contiene
implicitamente. En efecto, definamos, para k € N, Q = {wg, wki2, .. .}. La relacion

P(ANC) = P(A)P(C) se puede escribir entonces como P(Q4) = P(C)P(Q2).

Pero, para k € {3,4,...}, tenemos P({wy}) = ;P({wk-2}). Ast que, utilizando la
propiedad de la aditividad finita, para k € {2,3,...}, se tiene:

P(Qar) = iP(Qz(k—n)
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Por lo tanto, P(Qax) = (i)k_l P(Qs) y entonces limy.... oo P(Q2r) = 0.

Ahora, para k € N, definamos A = {wa,wy,...,wa}. Entonces, utilizando la pro-
piedad de la aditividad finita, se tiene:

P(A) = P(Ag) + P(Q2e+1)) = > p(w) + P(Q2(k+1))

wEA

Ast que, tomando limites, se tiene:

P(A) =limy.0o Y plw) = > p(w)

weAk weA

Se concluye entonces que el razonamiento basado en probabilidades condicionales con-
tiene implicitamente la propiedad de o-aditividad.

Todo indica entonces que un problema del tipo planteado tunicamente se puede re-
solver agregando a las propiedades de la funcion de probabilidad la de o-aditividad.
Sin embargo, vamos a ver que, en este caso particular, esto no es mecesario pues
la probabilidad del evento A puede obtenerse recurriendo tunicamente a la aditividad
finita y a las otras propiedades bdsicas de la funcion de probabilidad.

Sea B el evento ‘el experimento se termina en un nidmero impar de lanzamientos’,
entonces B = {w1,ws, ...}. Definamos ademdas p, = P ({w,}).

Para cualquier n € N, se tiene {wa, w4, ...,wan} C A y{wi,ws,...,we,_1} C B, por
lo tanto P(A) > pa+ps+ -+ +pay y P(B) > p1+p3+ -+ pan_1. De manera que,
tomando limites, cuando n ~~ oo, se tiene:

P(A) = 320 pon = 20l 37 = 3
P(B) > 30 P11 =2 0y gt = 3

Supongamos que P(A) > L

3, enlonces se tendria:

1>P(A)+PB)>:++2=1

lo cual es una contradiccion, por lo tanto, P(A) = 5 y P(B) = 2.

A

Vamos a ver en seguida que en realidad para un problema como el planteado en el
ejemplo anterior, la propiedad de o-aditividad es una consecuencia de las 3 propieda-
des basicas de la funcién de probabilidad que hemos considerado hasta ahora. Este
resultado no debe interpretarse en el sentido de que siempre la o-aditividad se puede
obtener como consecuencia de estas propiedades. El resultado se probara tinicamente
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para una clase particular de experimentos aleatorios. Se puede mostrar que, en ge-
neral, la o-aditividad no es consecuencia de las 3 propiedades bésicas de la
funcién de probabilidad consideradas hasta ahora y entonces, si queremos
ampliar la familia de eventos a los cuales se les puede asignar una proba-
bilidad de manera tinica, la propiedad de o-aditividad se debe de agregar
como una propiedad adicional.

TEOREMA 5.4. Sea Q = {wi,ws,...} un conjunto infinito numerable, A la familia
formada por todos los subconjuntos de Q y P : A+ [0,1] una funcion que satisface
las siguientes condiciones:

(i) P es finitamente aditiva

(i) > P({w}) =1

weN

entonces P es o-aditiva.

Demostracion

Definamos pr, = P({wy}) y sea A cualquier subconjunto de 2 infinito numerable,
digamos A = {wj,,wj,,...}. Sea A° = {w;,,w;,, . ..}. En vista de que P es no negativa
y finitamente aditiva, es monétona no decreciente, asi que P(A) > p;, +...+pj, para
toda n € N. Por lo tanto, P(A) > > pj.. De la misma manera, se obtiene
P(A°) > 37, pi,. Ademds, como la serie >~ | py, converge a 1, las dos series > >~ | p;,
¥ > Pi, son también convergentes y su suma es 1. Ahora bien, si P(A) > > pj,,
entonces tendrfamos:

1> P(Q) = P(A) + P(A9) > 3 2 pji + 24 iy = 1
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, podemos concluir que P(A) = > 77, pj, -

Sea ahora A;, As, ... una coleccién infinita numerable de subconjuntos no vacios de 2
tales que A, N A; =0 parai#j. Si A= A, = {wk,,Wk,, . ..}, entonces, como P
es no negativa y finitamente aditiva, se tiene P(A) > > "°  P(A,) para toda ng € N.
Asi que:

(5.1) P(A) > i P(A)

Por otro lado, dada N € N, existe ng € N tal que {wy, : j < N} C Up2, A, ast que:

St pr = P({w, - 5 < N} < P(UL, An) = 3002, P(A,) < 3002, P(A,)
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Es decir, Zjvzl pr; < Yooy P(Ay) para toda N € N. Por lo tanto:

(52) P(A) =y <3 P(AL)

Combinando (5.1) y (5.2), obtenemos P(A) = > >°, P(A,), lo cual prueba el resul-
tado.

COROLARIO 5.5. Sea Q cualquier conjunto, A la familia formada por todos los sub-
conjuntos de Q y P : A — [0,1] una funcion finitamente aditiva. Supongamos que
existe un subconjunto numerable Q' de ) tal que ) .o P({w}) = 1. Entonces P es

o-aditiva y P(A) = 3 1 c anon P{w}) para todo A € A.
Demostracién

Sea A’ la familia formada por todos los subconjuntos de €. Entonces, de acuerdo
con el teorema 5.4, restringida a A’, P es o-aditiva. En particular:

P) =X peq PHw}) = 1.
Asi que, si B es cualquier subconjunto de €2 — €', tenemos:
1>PBUY)=P(B)+P(Y)=P(B)+1

de lo cual se sigue P(B) = 0. Entonces, si A es cualquier subconjunto de €2, se
tiene P(A) = P(AN Q). Asi que, si Aj, As, ... es cualquier coleccion numerable de
subconjuntos de € tales que A; N A; = () para i # j, entonces:

P(Uy Ar) = Pl(U, Ae) 0 Q] = PIUL (A N Y)] = >0, P(Ar N Q) = 32, P(Ag)
lo cual prueba que P es o-aditiva sobre A.

Finalmente, obsérvese que, en particular, si A es cualquier subconjunto de €2, se tiene:

P(A) = P(ANCY) =31 canan PEw})

Vamos ahora a aplicar este resultado a una clase de experimentos aleatorios, la cual
incluye el ejemplo con el que se inicid esta seccién y otros similares.

DEFINICION 5.6 (Ensayos de Bernoulli). Un ensayo de Bernoulli es un experi-
mento aleatorio el cual admite inicamente dos posibles resultados, los cuales llamare-
mos éxito y fracaso, respectivamente.
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Sea Bi, Bs, ... una sucesién de ensayos de Bernoulli independientes y 7, > 0 la pro-
babilidad de éxito en el k-ésimo ensayo.

Sea ® el conjunto formado por todas las colecciones finitas (si,...,s,) de 0’s 'y 1’s y,
para cada w = (s1,...,S,) € ®, definamos p(w) = p(s1)---p(s,), en donde:

) o si s =1
p(sk)—{ 1—r, si s,=0

Siw=(s1,...,8,) € P, diremos que w tiene longitud n y definimos I(w) = n.

Consideremos el experimento aleatorio £ consistente en la realizacién consecutiva de
los ensayos de Bernoulli By, Bs, ... y supongamos que estd definida una condicién C
de tal manera que el experimento se termina cuando la condicién C se satisface por
primera vez. Por ejemplo, C podria definirse como la ocurrencia de cierto niimero fijo
de éxitos.

El espacio muestral Q de £ puede descomponerse en dos subconjuntos QF y Qf, en
donde QF es el conjunto de resultados de las sucesiones finitas de ensayos de Bernoulli
que terminan con la primera ocurrencia de C y Q! es el conjunto de resultados de las
sucesiones infinitas de ensayos de Bernoulli para las cuales la condicién C nunca se
alcanza en un numero finito de realizaciones de los ensayos de Bernoulli. Cada ele-
mento de Q" puede representarse mediante una sucesion finita (si,...,s,) de 0’s y 1’s
y cada elemento de Q! puede representarse mediante una sucesién infinita (si, so, . . .)
de 0’s y 1’s, en donde s; = 0 y s; = 1 representan, respectivamente, un fracaso y un
éxito en el i-ésimo ensayo. En vista de que ® es un conjunto numerable y Qf C ®,
QF es también un conjunto numerable. Sin embargo, 2/ puede ser un conjunto no
numerable.

LEMA 5.7 3 1 cqui(w)=ny P(w) = 1 para cualquier n € N.

Demostraciéon

Para cada n € N, definamos S(n) = >, cg.()=n) P(w). Entonces , S(1) =1 + (1 —
r)=1ySn+1)=r,1Sn)+ (1 —r,p1)S(n) = S(n) para toda n € N.

LEMA 5.8. La serie ) qr p(w) siempre es convergente y »_ qr p(w) < 1.

Demostracion

Para cada n € N, definamos:

Qf;) ={we Q| l(w) <n}
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y, para cada w € le), definamos:
M (w) = {w' € ®|I(w) =nyw comienza con w}
Dado w € Q@), sea m = l(w). Si m = n, entonces & (w) = {w}, si no:

Zw/ep(n)(w) p(w') = p(w) Z{w/em(w/):n_m} p(w') = p(w)

Asf que, en cualquier caso:
p(w) = Zw,eb(n)(w)p(w’)

Obviamente, dados dos elementos distintos w,w’ € Q@), los subconjuntos ™ (w) y

®(™M(w') son ajenos. Ademds:

Usear, 89(w) C {w € @ | I(w) = )
Asi que, para cualquier n € N, tenemos:
Zwen(Fn) P(w) < X pwediwymny PW) =1
Por lo tanto, la serie:

ZUJEQF p(w) = ]'l/mn“"’oo Zweﬂgo p(w)

es convergente y > _or p(w) < 1.

PROPOSICION 5.9. Dada M € N yty,...,tyr M nimeros naturales fijos, supongamos
que los ensayos de Bernoulli se clasifican en M tipos, Ty, ..., Ty, con probabilidades
de éxito p1,...,pn, respectivamente, y que la condicion C se satisface cuando, para
alguna i € {1,..., M}, se obtienen t; éxitos en los ensayos de Bernoulli de tipo T;.
Sea el espacio muestral del correspondiente experimento aleatorio, QF el conjunto
de resultados de las sucesiones finitas de ensayos de Bernoulli que terminan con la
primera ocurrencia de C, A la familia de todos los subconjuntos de Q y P : A — [0, 1]
una funcion de probabilidad (finitamente aditiva) tal que P({w}) = p(w) para toda
w € QF. Entonces, P es o-aditiva y, ademds, P(A) = > {weanary P(w) para todo
Aec A

Demostracién
De acuerdo con el corolario 5.5, basta con demostrar que »_r, cory p(w) = 1.

Seat=t;+ - +ty,p=min{p,...,pu} y, para cada n € N, definamos el evento:
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A, La primera ocurrencia de C se obtiene en alguno de los primeros nt ensayos.

A,; se representa mediante un conjunto finito formado por los elementos de Q2 de
longitud menor o igual a nt, de manera que:

P(Amf) = Z{wEQF:l(w)Snt} p(W)
Por lo tanto:
Z{Q}GQF}p(w) e limnwoo Z{UJEQFI(UJ)STLt} p((,d) e limnwoo P(Ant)

Vamos a demostrar que P (A¢,) < (1 — p")" para cualquier n € N, de lo cual se sigue
que lim,,..o, P(A,;) = 1, asi que la proposicién quedard demostrada.

La demostracién de la desigualdad P (A¢,) < (1 — p')", para cualquier n € N, se harg
por induccién sobre n.

Si en los primeros ¢ ensayos hay éxito, entonces ocurre A;, ast que P (A4;) > p'. Por
lo tanto, P (Af) <1 — p'.

Obsérvese que si o = (81,...,58n) € Au, entonces, por el lema 5.7, se tiene:

p(Oé) = Z{wefb:l(w)znt, w y a coinciden en sus primeros m elementos} p(w)

Asi que, si:

Cnt:{CUEq)Z

[(w) = nt y los primeros elementos de w no
coinciden con los elementos de ninguna w’ € A,;

entonces P(A¢,) = Z{wecm}p(w)'

Supongamos ahora que la desigualdad P (A¢,) < (1 — p')" se cumple paran = k € N,
entonces:

P (Afk“)t) =P (A€k+1)t N Azt) = P(A},) - P (A(k-i-l)t N Ait)

A1t NAY, estd formada por los elementos de QF de longitud mayor que k¢ y menor
o igual a (k + 1)¢, de manera que:

P(Agpay N AG,) = Z{weQF:kt<l(w)§(k+l)t}p(w)
Pero, si o = (51,...,5m) € Apg1ye N Af,, entonces, por el lema 5.7, se tiene:

p(Oé) = Z{wecb:l(w):(k—l—l)t, w y «a coinciden en sus primeros m elementos} p((,d)

Asi que, si:
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l(w) = (k + 1)t, los primeros kt elementos de w coinciden con
Dy = {w € P los elementos de alguna w’ € Cy; y los primeros elementos de
w coinciden con los elementos de alguna w’ € A1y
B ~l(w) = (k+ 1)t y w estd formada por
Ext = {w €e: una sucesién en Cy; seguida de t 1’s

entonces:

P(Agps1ye N Ayy) = Z{weDkt}p(w) > Z{weEkt} p(w) > p' Z{wecm}p(w) = p'P(A%,)

Asi que:

P (Afkﬂ)t) =P (A5,) - P (A(k+1)t n AZt) < P(A},) —p'P (A =(Q1 —p')P (Af) <
(1 _ pt)k—i-l

COMENTARIO 5.10. La tltima proposicion muestra que St queremos construir un mo-
delo probabilistico para el experimento aleatorio £ de tal manera que se satisfagan las
siquientes condiciones:

(i) Cualquier subconjunto del espacio muestral representa un evento,
(ii) La funcion de probabilidad P : A — [0,1], en donde A es la familia de todos
los subconjuntos de €2, es finitamente aditiva,
(iii) P({w}) = p(w) para toda w € QF.

Entonces, inicamente hay una posible eleccion para la funcion de probabi-
lidad P, a saber, P(A) = Y. P({w}) para cualquier A € A, lo cual define una

weANQF
funcion de probabilidad o -aditiva.

A continuacién se presentan algunos problemas que caen dentro de la categoria de
problemas descritos en la proposiciéon 5.9 y, por consiguiente, en cada uno de ellos,
la asignacién de probabilidades dada en el comentario 5.10 define la tnica posible
funcién de probabilidad satisfaciendo las condiciones ¢ iz y iz ahi enunciadas.

EJEMPLO 5.11. Una persona A juega contra otra persona B lanzando alternadamente
un par de dados. A lanza primero los dados, con la condicion de que gana el juego
si obtiene una suma igual a 6; en caso contrario, el juego continia lanzando B los
dados, con la condicion de que gana el juego si obtiene una suma igual a 7; en
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caso contrario, el juego continta lanzando A los dados bajo las condiciones iniciales.
Calcule las probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego.'

Solucion

Vamos a resolver este problema por dos métodos, en el primero se utilizard explicita-
mente la propiedad de la aditividad numerable®, mientras que en el sequndo se utilizard
un razonamiento basado en probabilidades condicionales, el cual, al igual que en el
caso del ejemplo tratado con anterioridad, contiene implicitamente la propiedad de la
aditividad numerable’

ler. método:

Para cada lanzamiento, definamos como éxito al hecho de que el jugador que lanza
los dados gana el juego en ese lanzamiento. Entonces cada posible resultado de este
Juego puede representarse ya sea mediante una sucesion finita (F, ..., F,S) formada
por fracasos consecutivos sequidos de un éxito, o bien mediante una sucesion infinita
(F,F,...) formada exclusivamente por fracasos. Denotemos por w, al posible resul-
tado (F,...,F,S) formado por n — 1 fracasos sequidos de un éxito. FEntonces, de
acuerdo con las reglas estudiadas en las secciones anteriores, se puede asignar una
probabilidad p(w,) a cada w, de la siguiente manera:

p(war) = (1 — p1)*(1 — p2)*~'pa sin = 2k para alguna k € N
plwar—1) = (1 —p)* Y1 — po)*tpy sin =2k — 1 para alguna k € N

en donde py, pa son las probabilidades, respectivamente, de obtener 6 y 7 puntos al
lanzar el par de dados, es decir p; = % Yy p2 = %. Ahora bien, como la funcion
de probabilidad es o-aditiva, las probabilidades P(A) y P(B) de que A y B ganen,
respectivamente, estan dadas por:

P(A) = 352 plwme 1) = 30, (B (3 e — a0

P(B) = Siaplen) = S (3)" ()

o=
o
=

'Este problema fue propuesto por Christiaan Huygens a M. de Roberval en el afio 1656 y
constituye el primer planteamiento de un problema de probabilidad en el cual el conjunto de posibles
resultados es infinito ([7]).

2Este método de solucién fue utilizado por Jacques Bernoulli en el ano 1705 para resolver este
problema ([3]).

3Este fue béasicamente el método utilizado por C. Huygens en su libro “Du Calcul dans les Jeux
de Hasard” , publicado en 1657 ([7]).
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20. método:
Consideremos los siguientes eventos:
A: A gana el juego.
B: B gana el juego.
Aq: Se obtiene éxito en el primer lanzamiento.
By : Se obtiene fracaso en el primer lanzamiento y éxito en el seqgundo.
C': Se obtiene fracaso en los primeros dos lanzamientos.

Utilizando la propiedad de la aditividad finita y observando que la ocurrencia de C
coloca a los dos jugadores en la misma situacion que al inicio del juego, se tiene:

P(A) = P(A}) + P(ANC) = P(A,) + P(A | C)P(C) = P(A,) + P(A)P(C)
P(B) = P(B,) + P(BNC) = P(B,) + P(B| C)P(C) = P(B) + P(B)P(C)

De lo cual se obtiene, P(A) = 241 p(B) = 28U Esto resuelve el problema

1-P(C) 1-P(C) .
ya que P(A1) = 55, P(B1) = 55, y P(C) = 558 Asi que , P(A) = = = {1 y

311
— _366_ — 31
P(B)_ 1-315 ™ 61°

EJEMPLO 5.12. Tres personas, P, Q) y R, colocan doce fichas en una urna, 4 de ellas
son blancas y 8 negras. Juegan sacando por turnos una ficha al azar de la caja,
reemplazdndola después y con la condicion de que el primero que saque una ficha
blanca gana el juego. Suponiendo que el primer turno es de P, el sequndo de @ y el
tercero de R, calcule las probabilidades que cada jugador tiene de ganar.

Solucion

Para cada eleccion, llamemos éxito al hecho de que el jugador que estd haciendo
la eleccion obtiene una bola blanca. Entonces cada posible resultado de este experi-
mento puede representarse ya sea mediante una sucesion finita (F,, F,S), formada
por fracasos consecutivos sequidos de un éxito, o bien mediante una sucesion infinita
(F,F,...), formada exclusivamente por fracasos. Denotemos por w,, al posible resul-
tado (F,...,F,S) formado por n — 1 fracasos sequidos de un éxito. FEntonces, de
acuerdo con las reglas estudiadas en las secciones anteriores, se puede asignar una
probabilidad p(w,) a cada w, de la siguiente manera:

plwn) = p(1 —p)"
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en donde p es la probabilidad de obtener una bola blanca en una eleccion, es decir
p = % Ahora bien, como la funcion de probabilidad es o-aditiva, las probabilidades
P(A), P(B) y P(C) de que P, Q y R ganen, respectivamente, estin dadas por:

§ o0 [e'¢) k

P(A) = ktzop(w3k+1) = E k;:[)% (%)3 _ %
o0 o) 3k+1

P(B) = Zk:op(w3k+2) = g k:[]% (%) + _ 1%

P(C) = > o p(wskes) = D pey (g)3k+2 4

3

W=

EJEMPLO 5.13 (Problema de los 3 jugadores). Tres jugadores, P, Q y R, juegan
partidas por parejas en cada una de las cuales la probabilidad que cada jugador tiene
de ganar es %; quien gane una partida juega con el otro jugador hasta que uno de
los jugadores gane dos partidas consecutivas, ganando entonces el juego. Suponiendo
que comienzan jugando P contra Q, calcule las probabilidades que cada uno tiene de

ganar el juego.
Solucion

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como la realizacion
de una sucesion de ensayos de Bernoulli By, Bs, . .., en donde By es éxito si el jugador
P gana la primera partida y, parat > 1, B;iq es éxito si el jugador que gand la i-ésima
partida gana también la que sigue. Con estas convenciones, el juego se termina en el
momento en que por primera vez se obtiene éxito después del primer ensayo. Entonces
cada posible resultado de este experimento puede representarse ya sea mediante una
sucesion finita (F, ..., F,S), formada por fracasos consecutivos sequidos de un éxito
, 0 bien mediante una sucesion finita (S, F, ..., F,S), formada por un éxito sequido
de fracasos consecutivos a los cuales sigue un éxito, o bien mediante una sucesion
infinita (F, F,...), formada exclusivamente por fracasos. Denotemos por w,, al posible
resultado (F, ..., F,S) formado porn fracasos sequidos de un ézito y por w!, al posible
resultado (S, F, ..., F,S) formado por un éxito sequido de n—1 fracasos consecutivos
a los cuales sigue un éxito. FEntonces, de acuerdo con las reglas estudiadas en las
secciones anteriores, se puede asignar probabilidades p(w,) y p(w,) a cada w, y W,
de la siguiente manera:

p(wn) =p(1 —p)"
p(w,) = p*(1 —p)"!

en donde p es la probabilidad de éxito en cada ensayo, es decir p = 5. Ahora bien,
como la funcion de probabilidad es o-aditiva, las probabilidades P(A), P(B) y P(C)
de que P, Q) y R ganen, respectivamente, estin dadas por:
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0o 0o 00 3k+4 00 3k+2
P(A) = Ek:@ p(wskts) + Ek:@ p(wsrt1) = Zk:o (%) + ZkzO (%) = %
P(B) = Zk:o P(W3k+1) + Zk:o P(w3k+3) = Zk:O (%) + Zk:O (%) = %

0o 0o 0o k 00 k
P(C) =2 k2o P(Wskea) + 2 ko P(Waki2) = 2o (%)3 Py > ko (%)3 = %
A

El siguiente problema es especialmente importante por el papel que jugé en el desa-
rrollo de la Teorfa de la Probabilidad.

EJjEMPLO 5.14 (Problema de la ruina del jugador). Dos jugadores, A y B, los
cuales poseen, respectivamente, a y b fichas, juegan partidas consecutivas, en cada
una de las cuales las probabilidades de que A y B ganen son, respectivamente, p y
q = 1—p y de tal manera que en cada una de ellas el perdedor dard una de sus fichas
al vencedor. Si el ganador del juego es aquel que en algin momento lleque a poseer
la totalidad de fichas, ;qué probabilidad tiene cada jugador de ganar el juego?*

Solucion

Obsérvese que este problema no cae dentro de la categoria de problemas descritos en
la proposicion 5.9, de manera que no podemos utilizarla para probar que, al igual en
los otros problemas que se han tratado en esta seccion, la propiedad de la aditividad
numerable es consecuencia de las otras propiedades de la funcion de probabilidad.
Sin embargo, utilizando el mismo método que el utilizado en la demostracion de la
proposicion 5.9, se puede mostrar que también en este caso la propiedad de la aditivi-
dad numerable es consecuencia de las otras propiedades de la funcion de probabilidad.

El uso directo de la propiedad de la aditividad numerable en la solucion de este pro-
blema da lugar a una serie cuyo cdilculo no es evidente, asi que resulta mas sencillo
aplicar el método basado en probabilidades condicionales, el cual contiene, implicita-
mente, la propiedad de la aditividad numerable.

Para z € {0,...,a+b}, denotemos por p, a la probabilidad de que el jugador P quede
arruinado al comenzar con z fichas. Por la regla de la probabilidad total, tenemos,
para z € {1,...,a+b—1}:

Dz = PPz+1 T qPz—1
Ademds, po =1 y pasp = 0.

Esto establece una ecuacion en diferencias. Para resolverla la escribiremos en la
siguiente forma equivalente, la cual se obtiene escribiendo p, = p.(p + q):

4Este problema fue propuesto a Pierre de Fermat por Blaise Pascal en el afio 1656.
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q(ps — pa—1) =P (Pzt1 — D)

Consideremos dos casos. Supongamos primero que p = q, entonces se tiene:
P1—Po=P2—P1 =" "= DPat+b ~ Patb-1 = C

en donde ¢ es una constante. Asi que, para z € {1,...,a+ b}:

Pz —DPo = 2;1 (Pr — pr—1) = cz

Por lo tanto, p, =po+cz=1+cz

Utilizando ahora la condicion p,yp = 0, se obtiene ¢ = ——= y entonces:
P, =po+cz = 1_a_+b_az<bkgz
En forma andloga, si, para z € {0,...,a+ b}, denotamos por q, a la probabilidad de

que el jugador @) quede arruinado al comenzar P con z fichas, se obtiene q, = =

En particular, se tiene p, + q, = 1, es decir, con probabilidad 1 alguno de los dos

jugadores se arruina.

Para el problema planteado inicialmente, en el cual el jugador P comienza con a fichas
y el jugador Q con b fichas, la probabilidad de ruina del jugador P es entonces -

atb’
Supongamos ahora p # q. En este caso tenemos, para z € {1,...,a+b— 1}:
¢ [Tiey (0 — pr—1) = P° [ ey (Phs — 1)
Asi que:
Pzt1 — Pz = (%) (P1 — o)
y entonces, para z € {1,...,a+ b}:
z—1 z—1 (¢ K 1- %)Z
Ps = Do = o (Pe1 — r) = (1 = Do) Doisp (5) = (p1 = po) 1
Por lo tanto:
a)?
— 1+ (p - 1) 54
p
q
Utilizando ahora la condicion p,p, = 0, se obtiene p; — 1 = G Eq)pwb y entonces:
13
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R el € M ) e ) I
Dz 1 1_(g>a+b 1_<%)a+b

En forma andloga, si, para z € {0,...,a+ b}, denotamos por q, a la probabilidad de
que el jugador Q) quede arruinado al comenzar P con z fichas, se obtiene:

I I ) M o
q. = 1_(£)a+b = 1_(%

q

En particular, también en este caso se tiene p, + q, = 1. Es decir, con probabilidad
1, alguno de los dos jugadores se arruina.

Para el problema planteado inicialmente, en el cual el jugador P comienza con a
fichas y el jugador @) con b fichas, la probabilidad de ruina del jugador P es entonces

(8)°-(1)

_(a a+b

1-(3)

Un caso interesante de este problema se obtiene al considerar un juego contra un
jugador inmensamente rico. En otras palabras, supongamos que b es muy grande.

Sip < q, entonces, como es de esperarse, la probabilidad de ruina del jugador P tiende
a 1 a medida que b crece. Pero si p>q entonces, cuando b crece, la probabilidad de
ruina del jugador P tiende a <I%> < 1. En otras palabras, a pesar de tener una
fortuna tan grande como se quiera, la probabilidad de ruina del jugador @) es positiva,
incluso esta probabilidad podria ser cercana a 1. Por ejemplo si ]% = 1—10, entonces
bastaria con que P comenzara cogguna fortuna a = 2 para que ya la probabilidad de

ruina de Q) fuera muy cercana a 55 -

5.2. Probabilidades geométricas

Supongamos que tenemos una barra de extremos A y By consideremos el siguiente
experimento aleatorio: una bola W, la cual consideraremos sin dimensiones, es decir
puntual, es lanzada al azar sobre la barra, de manera que la bola queda sobre ella. Si
imaginamos la barra colocada sobre la recta real, de tal manera que los extremos de
la barra correspondan a los puntos A y B sobre la recta, este experimento equivale
a la eleccién al azar de un punto en el intervalo [A, B]. El espacio muestral ) aso-
ciado a este experimento es entonces el mismo intervalo [A, B]. Ahora bien, si, como
hemos considerado hasta este momento, cualquier subconjunto del espacio muestral
representa un evento, entonces la construccién de un modelo matemaético para este
experimento consiste en la definicién de una funcién de probabilidad P definida sobre
la familia A formada por todos los subconjuntos de 2. La definicién de P deberd
estar basada en el hecho de que la eleccién del punto sobre el intervalo (A, B|
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se realiza al azar, lo cual podemos interpretar en el sentido de que dos
subconjuntos de [A,B] que se puedan sobreponer geométricamente uno
sobre el otro deben de tener asignada la misma probabilidad.

Un problema del mismo tipo se puede plantear en el plano, en 3 dimensiones, o, de
manera mds general, en R”. Por ejemplo, en R? consideremos el experimento aleatorio
consistente en elegir al azar un punto al interior de un rectdngulo, en R3 el de elegir al
azar un punto al interior de un paralelepipedo, etc. Si interpretamos la eleccién al azar
en el mismo sentido que antes, tendriamos que buscar entonces una funcién de proba-
bilidad definida sobre todos los subconjuntos de la regién en donde se elige el punto,
de tal manera que dos subconjuntos que se puedan sobreponer geométricamente uno
sobre el otro tengan asignada la misma probabilidad. Debido a la caracterizacion
geométrica de lo que significa la eleccién al azar, este tipo probabilidades reciben el
nombre de probabilidades geométricas.

El problema que se plantea en estos casos consiste en llevar a cabo el proceso de
asignacion de probabilidades a todos los subconjuntos de la regiéon en donde se elige
el punto al azar.

Consideremos, por ejemplo, el problema en una dimensién®, es decir, supongamos

que el experimento aleatorio consiste en la eleccién al azar de un punto dentro del
intervalo [A, B]. Para cada punto = € [A, B], definamos el evento A,: ‘la bola cae en
el punto z’.

Demostremos en primer lugar que la probabilidad del evento A, es cero para cualquier
x. En efecto, sea ¢ > 0 un ndmero arbitrariamente pequeno y dividamos el segmento
AB en N partes iguales de longitud menor que e. Sean A =g < 11 < --- < axy = B
los puntos de la subdivisién y, para ¢ € {0,...,N — 1}, definamos los siguientes
eventos:

A;: la bola cae en el intervalo [z, 7;41).°

Los eventos A; son mutuamente excluyentes y tienen una probabilidad comiin p pues
se pueden sobreponer uno sobre el otro, de manera que tenemos Np < 1, es decir
p < % < e. Sea entonces A el evento A; correspondiente al intervalo [x;,x;11) que
contiene a x. Evidentemente se tiene P(A,) < P(A) < ¢ y siendo ¢ arbitrariamente
pequena obtenemos P(A,) = 0.

Sean ahora a < b dos puntos cualesquiera en el intervalo [A, B]. Para cada ¢ > 0,
arbitrariamente pequena, consideremos una subdivisién del intervalo [A, B] del tipo

5Los resultados para el caso de 2 o mds dimensiones son similares.
6Si z = B, consideramos intervalos de la forma (i, @ig1]
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descrito anteriormente, de tal manera que los puntos a y b queden en distintos subin-
tervalos. Sean [yo,y1) v [21, 20) los subintervalos en los cuales quedan comprendidos
a y b respectivamente’.

A Yo a Y1 21 b 2z B

Consideremos entonces los siguientes eventos:
B: la bola cae en el intervalo (a, b).

C: la bola cae en el intervalo (yy, z1).

D: la bola cae en el intervalo (yo, 2o).

B;: la bola cae en el intervalo (x;, z;11).
Evidentemente se tiene P(C') < P(B) < P(D).

Ahora bien, los eventos B; son mutuamente excluyentes y tienen una probabilidad
comun p. Ademds, la bola W cae en algiin punto del intervalo [A, B] con probabilidad
1 y se ha demostrado que P(A,) = 0. Con base en esto se tiene:

P(B) = 1 = msm

en donde [ es la longitud del intervalo [A, B|.
Por otra parte, los intervalos (y1,21) vy (yo,20) son unién de un ndimero finito de

puntos y de un nimero finito de intervalos (x;,x;11), los cuales son ajenos; por lo
tanto, tenemos también:

P(C) = 21?311
P(D) = ZO;Z‘JO
Asi que:

ST < P(B) < g
Pero como cada subintervalo tiene una longitud menor que ¢, se tiene:
21—y > (b—a)— 2
20— Yo < (b—a)+2¢

Sib= B, consideramos intervalos de la forma |x;, x;11].
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Entonces:

b2 o p(B)<be 42

Siendo ¢ arbitrariamente pequena, se obtiene finalmente:
P(B) =3

Se concluye entonces que la condicién de que la eleccién se realiza al azar determina
de manera tnica la probabilidad de cada subintervalo del intervalo [A, B, la cual es
igual a la longitud de dicho subintervalo dividida por la longitud total del segmento
en donde se elige el punto.

La pregunta que viene ahora es ;jhasta dénde se podrd continuar este proceso de

asignacion de probabilidades, de manera tnica, a los subconjuntos del intervalo
[A, B]?

En el caso de elecciones al azar en el plano, se puede ver mds claramente como llevar
més lejos el proceso de asignacién de probabilidades de manera tinica.

Sea R un rectdngulo en el plano y consideremos el experimento aleatorio consistente
en elegir al azar un punto al interior de R. En forma anéloga al caso de una dimensién,
se demuestra sin dificultad que la probabilidad de que el punto seleccionado sea un
punto determinado o pertenezca a un segmento horizontal o vertical dentro de R, es
igual a cero. También, la probabilidad de que pertenezca al interior de un rectangulo
contenido en R es igual al drea de dicho rectdngulo dividida por el drea de R.

Sea ahora S cualquier regién contenida en R y sea A el evento ‘el punto seleccionado
pertenece a la region S’.

R

Partamos tanto la base como la altura de R en n partes iguales y sobre cada una
de ellas tracemos lineas verticales y horizontales, respectivamente, que corten a R.



5.2. PROBABILIDADES GEOMETRICAS 135

Esto determina una particiéon de R en rectdngulos. Considerando que la funcién de
probabilidad es finitamente aditiva, la probabilidad del evento A, en caso de que esté
bien definida, queda acotada, por abajo, por la suma de las dreas de los rectangulos
contenidos en la regién S, dividida por el drea de R, y por arriba, por la suma de las
areas de los rectangulos que contienen puntos de S, dividida por el drea de R. Por lo
tanto, cuando esas sumas tienden a un limite comiin cuando n tiende a oo, ese limite
comutin, dividido por el drea de R, es la probabilidad del evento A. Se puede demostrar
la coincidencia de los limites antes mencionados cuando S es cualquier regién con un
area bien definida con los métodos basados en la integral de Riemann que se estudian
en los primeros cursos de Célculo y, ademads, ese limite comiin es precisamente el drea

de S.

De esta manera, hemos llegado a la determinaciéon de probabilidades geométricas en
el plano para regiones S con un drea bien definida: la probabilidad de que el punto
seleccionado pertenezca a la regién S es igual al cociente del drea de S entre el drea
de R. Obsérvese que para tener este resultado es suficiente con que sea vélido para
el caso en que la regién S es rectangular.

EjemprLo 5.15 (Problema del encuentro). Dos personas Py @ se citan en un
determinado lugar entre las 11 y las 12 de la manana, acordando que aquella que
lleque primero esperard a la otra a lo mas 20 minutos y en ningin caso después de la
12. Suponiendo que cada persona llega a la cita en un tiempo al azar entre las 11 y
las 12 de manera que los tiempos de llegada son independientes uno del otro, calcule
la probabilidad de que las dos personas se encuentren en el lugar de la cita.

Solucion

Los posibles tiempos de llegada a la cita los podemos representar por parejas de puntos
(x,y), en donde z,y son los tiempos en que llegan P y @, respectivamente. Si estos
tiempos los contamos en minutos a partir de las 12, los posibles tiempos de llegada
quedardn representados por todos los puntos de un cuadrado de lado 60 sobre el plano.
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Sean 0 < a < b <60 y A el evento ‘P llega entre los tiempos a y b’. Por las hipdtesis,

se tiene: P(A) = %2,

Sea también 0 < ¢ < d < 60 y B el evento ‘Q llega entre los tiempos ¢ y d’. Por las
hipdtesis, tenemos: P(B) = =<,

Ahora bien, siendo los tiempos de llegada independientes, tenemos: P(A N B) =
(b—a)(d—c)
(60)2

Es decir, la probabilidad de que las llegadas de P y Q) estén comprendidas en el rec-
tangulo (a,b) x (c,d) es igual al drea del rectangulo dividida por el drea total del
cuadrado. Entonces, como dijimos antes, la probabilidad de un evento determinado

por una region S dentro del cuadrado es igual al drea de la region S dividida entre el
drea del cuadrado.

Para que las dos personas se encuentren en el lugar de la cita es necesario y suficiente
que |x —y| < 20; por lo tanto el evento del cual deseamos calcular la probabilidad
estd representado por los puntos con esa propiedad, los cuales conforman la region S
sombreada de la siguiente figura:

El drea de esta region es (60)2 — (40)%; por lo tanto llamando A al evento ‘P y Q se
encuentran en el lugar de la cita’, tenemos:

2 2
P(A) = (60)(60)(;10) —1—

Ol
©lot

EJEMPLO 5.16 (Paradoja de Bertrand). Se traza una cuerda al azar en un circulo;
scudl es la probabilidad de que la longitud de la cuerda sea mayor que la longitud
comin de cada lado de un triangulo equildtero inscrito al circulo?
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Solucion

La aparente paradoja proviene del hecho de que, al interpretar de diferentes maneras
lo que significa trazar al azar una cuerda del circulo, se obtienen distintos valores de
la probabilidad buscada. En efecto, resolveremos a continuacion el problema planteado
para algunas de esas interpretaciones. Siendo irrelevante la magnitud del radio del
circulo, supondremos que éste es iqual a 1.

a) Trazar una cuerda al azar puede interpretarse como equivalente a elegir dos puntos
sobre el circulo de manera que las elecciones sean independientes y que, al elegir cada
punto, hay la misma probabilidad de que éste esté comprendido en cualquiera de dos
arcos de la misma longitud sobre el circulo.

La longitud de la cuerda excederd la longitud del lado del tridngulo inscrito st y sdlo
st la longitud del arco que une A con B en cualquier direccion es mayor que la tercera
parte del perimetro del circulo. Entonces el problema es equivalente a elegir al azar
dos puntos x,y del intervalo [0, 27| y queremos calcular la probabilidad de que se tenga
4?” > |y —z| > %’r . Esta probabilidad la podemos encontrar calculando el drea de la
region sombreada de la siguiente figura:

FEsta drea es igual a (%)2 —(
4n?
buscada, tenemos p = ﬁ =

2{)2 = %; por lo tanto, llamando p a la probabilidad
1
5.

b) Rotando el circulo después de elegir la cuerda, siempre podemos hacer que la cuerda
quede en una direccion determinada de antemano, digamos en la direccion del eje x.
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A

D

La cuerda elegida tendrd una longitud mayor a la longitud del tridngulo equildtero
inscrito siempre que caiga dentro de la region sombreada de la figura.

Ahora bien, la cuerda puede quedar determinada de varias maneras:

lo. Eligiendo al azar un punto sobre el semicirculo ABC'D y trazando por él una
cuerda horizontal. En ese caso la cuerda queda en la region sombreada si y sélo si el
punto se elige sobre el arco BC' cuya longitud es la tercera parte del semicirculo, es
decir, en este caso se obtiene p = %

20. FEligiendo al azar un punto sobre el intervalo [—1,1] en el eje y y trazando por él
una cuerda horizontal, en ese caso la cuerda queda en la region sombreada st y solo
11

si el punto se elige sobre el intervalo [—3, 3], cuya longitud es la mitad de la de todo

el intervalo, es decir, en este caso se obtiene p = %

Jo. Eligiendo al azar un punto dentro del circulo y trazando por él una cuerda hor-
1zontal, en este caso la cuerda queda en la region sombreada si y solo si el punto se
elige dentro de ésta, asi que, siendo el drea de la region sombreada % + \/75, dividiendo
esta cantidad entre el drea total del circulo, obtendremos la probabilidad buscada; es
decir p = 3 + \2/—5 ~ 0.69.

5.3. Sucesiones infinitas de ensayos de Bernoulli

Consideremos el experimento aleatorio consistente en realizar una sucesién infinita
de ensayos de Bernoulli, independientes uno de otro, en cada uno de los cuales la
probabilidad de éxito es igual a p, en donde 0 < p < 1.

Cada posible resultado de este experimento puede representarse mediante una suce-
sién infinita formada por éxitos y fracasos del tipo (F, F, S, F, S, S, S, F,...). Denote-
MOS POT Wso a la sucesién formada exclusivamente por fracasos y por Q° al conjunto
de todas las otras sucesiones que componen el espacio muestral.
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La ocurrencia del evento {w.} implica que, dado cualquier n € N, en los primeros n
lanzamientos se obtiene fracaso, de manera que

P ({we}) < (1 —p)", para todan € N

Asi que, P ({ws}) = 0. Por lo tanto, P (Q°) = 1. Lo cual significa que la probabilidad
de obtener por lo menos un éxito es igual a 1.

Obsérvese que el resultado dice también que la probabilidad de obtener el primer
éxito en un nuimero finito de ensayos es igual a 1.

Al aplicar esta propiedad, aparentemente tan simple, se obtienen resultados que
pueden parecer sorprendentes. Tomemos, por ejemplo, la obra Hamlet de Shakes-
peare y determinemos el conjunto C de caracteres tipogrédficos que ahi se utilizan
(incluyendo el espacio blanco), asi como el nimero total 7' de caracteres fisicamente
distintos que se utilizan en la obra. Supongamos ahora que una persona escribe una
secuencia de T caracteres, cada uno seleccionado al azar del conjunto C'. La pro-

babilidad de que esa secuencia de 7' caracteres coincida exactamente con la obra de

Shakespeare resulta ser igual a p = (i)T, en donde m es el nimero de elementos

que hay en C. Esta probabilidad p, aunque es extremadamente pequena, es positiva.
Supongamos ahora que el experimento consistente en escribir una secuencia de T'
caracteres, cada uno seleccionado al azar del conjunto C', se repite indefinidamente,
siendo cada repeticién independiente de las demds. En cada repeticion de este expe-
rimento, definamos éxito al hecho de obtener, en esa repeticién, una secuencia de T'
caracteres que coincida exactamente con la obra de Shakespeare. Tendremos entonces
una sucesion de ensayos de Bernoulli, independientes, en cada uno de los cuales la
probabilidad de éxito es igual a p. La relacion P (Q°) = 1 nos dice entonces que la
probabilidad de que en algiin momento una de las secuencias de I" caracteres coincida
exactamente con la obra de Shakespeare es igual a 1.

De igual forma, consideremos el experimento aleatorio consistente en realizar n en-
sayos de Bernoulli, independientes uno de otro, en cada uno de los cuales la probabi-
lidad de éxito es igual a p, en donde 0 < p < 1. La probabilidad de obtener éxito en
todos los ensayos es entonces igual a p™ > 0.

Supongamos ahora que este experimento se repite indefinidamente, siendo cada repeti-
cion independiente de las demds. En cada repeticion de este experimento, definamos
éxito al hecho de obtener, en esa repeticion, n éxitos. Tendremos entonces una suce-
sién de ensayos de Bernoulli, independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad
de éxito es igual a p". La relacion P (2°) = 1 nos dice entonces que la probabilidad
de que en algiin momento se obtenga una secuencia de n éxitos es igual a 1. De esta
manera, por ejemplo, no debe ser sorprendente el que en alguna ocasién una persona
lance una moneda balanceada 100 veces y obtenga tnicamente caras.
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En general, sorprende que un evento de probabilidad muy pequena ocurra. Sin em-
bargo, por lo mencionado antes, la probabilidad de que tal evento ocurra por lo
menos una vez en una sucesién de repeticiones independientes del correspondiente
experimento aleatorio, es igual a 1. En contraparte, el niimero de ensayos que deban
realizarse, en promedio, hasta obtener la ocurrencia de dicho evento, puede ser muy
grande. Este punto se analizard con més detalle en el capitulo 9.

En realidad, cuando un resultado parece sorprendente es porque se estd comparando
un grupo de resultados con otro grupo distinto. Por ejemplo, la obtencién de una
secuencia de 100 caras al lanzar al aire 100 veces una moneda no deberfa ser sor-
prendente pues ese es uno de los posibles resultados que pueden obtenerse y todos
ellos tienen la misma probabilidad de ocurrencia. Sin embargo dicho resultado puede
parecer sorprendente al hacer diferentes tipos de comparaciones. Desde el punto de
vista de la frecuencia de caras que se obtienen, es sorprendente pues el conjunto de
posibles resultados con una frecuencia cercana a % tiene una probabilidad bastante
mds alta que la correspondiente al conjunto de resultados cuya frecuencia difiere sus-
tancialmente de % Desde el punto de vista de la regularidad de la secuencia, es
sorprendente pues el conjunto de posibles resultados con una regularidad visible es
bastante mas pequeno que los que no presentan una regularidad a simple vista, de
manera que el primer grupo tiene una probabilidad mas pequena que el segundo.

De hecho, muchos métodos estadisticos estdn basados en las ideas expresadas arriba.
Por ejemplo, para realizar una prueba de hipétesis se selecciona un conjunto de posi-
bles resultados de tal manera que, bajo el supuesto de que la hipétesis es verdadera,
su probabilidad es pequena, y se adopta el criterio de rechazar la hipétesis si se ob-
tiene un resultado de ese grupo. El criterio no garantiza que una hipétesis verdadera
no va a ser rechazada pues, siendo verdadera es posible que ocurra uno de los posibles
resultados del grupo que se estd utilizando como criterio de rechazo, sin embargo, la
pequenez de la probabilidad de ese conjunto garantiza que la probabilidad de rechazar
una hipétesis verdadera es pequena. Hasta aqui cualquier conjunto de probabilidad
pequena es igualmente 1itil como criterio de rechazo, sin embargo se tiene que buscar
también que la probabilidad de rechazar una hipétesis falsa sea alta. Los métodos
para lograr esto pertenecen al campo de la Estadistica Matematica.

Regresando al estudio de las sucesiones infinitas de ensayos de Bernoulli independien-
tes, se puede decir todavia méds. Para m, k € N, definamos los eventos:

A,,: Se obtienen menos de m éxitos.

By: En los primeros k * m ensayos se obtienen menos de m éxitos.
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Si se obtiene éxito en cada uno de los primeros m ensayos, entonces ocurre BY, asi
que p™ < P (BY). Por lo tanto, P (B;) < 1 — p™. De la misma manera, para k > 2,
P (By | Bx—1) <1—p™, asi que:

P(By) = P (By | By1) P(Bi—1) + P (B, | Bi_y) P(Bj_,)
= P (B | By-1) P(Bg-1) < (1 = p™)P(Bg-1)
Por lo tanto, P (By) < (1 — p™)*.

Ahora bien, si A,, ocurre, entonces ocurre By para cualquier k, asi que P(A,,) <
(1 — p™)* para cualquier k. Por lo tanto, P(A,,) = 0. Lo cual significa que la
probabilidad de obtener por lo menos m éxitos es igual a 1.

Si suponemos que la funcién de probabilidad es o-aditiva, se puede enunciar un re-
sultado todavia mds fuerte. Definamos el evento:

A: se produce tnicamente un nimero finito de éxitos.

Entonces, la sucesién de eventos Ap, Ao, ... es mondtona creciente y su unién es A.
Se tiene entonces:

A:Uf:nozlAm:A1U(A2—A1)U(A3—A2)U
Asi que:
P(A) = P(A)) + P(Ay — A)) + P(A3 — Ay) +--- =0

Por lo tanto, con probabilidad 1, se produce una infinidad de éxitos.

5.4. El problema de la medida

Consideremos el experimento aleatorio consistente en la eleccién al azar de un punto
en el intervalo [0, 1]. Como dijimos antes, si cualquier subconjunto del espacio mues-
tral representa un evento, la construcciéon de un modelo matemédtico para este ex-
perimento consiste en la definicion de una funcién de probabilidad P definida sobre
la familia A formada por todos los subconjuntos del intervalo [0,1]. Ya vimos que
la condicién de que la eleccién se realiza al azar determina de manera tnica la pro-
babilidad de cada subintervalo del intervalo [0, 1], la cual es igual a la longitud de
dicho subintervalo. Sin embargo, aiin no tenemos el modelo completo pues no hemos
asignado una probabilidad a cada subconjunto del intervalo [0, 1]. Por otra parte, la
funcién de probabilidad que queremos definir debe de tener la propiedad de que dos
subconjuntos del intervalo [0, 1] que se puedan sobreponer geométricamente uno sobre
el otro deben de tener asignada la misma probabilidad.
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En el ano 1902, Henri Léon Lebesgue ([9]) se planteé un problema similar al que
queremos resolver. De manera especifica, bautizé6 como el problema de la me-
dida al consistente en encontrar una funcién m definida sobre todos los subconjuntos
acotados de nimeros reales y satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) m es no negativa.
(ii) m es o-aditiva.
@ (0.1 =

(iv) m es invariante bajo traslaciones.

Este problema fue atacado por diferentes personas, en particular por Giuseppe Vitali,
quien demostré en 1905 que el problema de la medida de Lebesgue no tiene solucién

([13)).

El resultado de Vitali provocé algo de insatisfacciéon pues de lo que se trata es de
definir una funcién, llamada medida, que permita extender el concepto de longitud
de un intervalo a todos los subconjuntos acotados de niimeros reales, de tal manera
que se satisfagan ciertas propiedades que razonablemente podrian esperarse para esta
funcién. El resultado de Vitali planteo’ una disyuntiva o bien se aceptan COMO razo-
cuales se les puede a51gnar una medida, o bien se buscan condiciones menos restricti-
vas para la funcién m de tal manera que pueda definirse para cualquier subconjunto
acotado de niimeros reales.

En la bisqueda de alternativas para el problema de la medida, otros matematicos lo
estudiaron considerando diferentes modificaciones. Los resultados en este sentido son
los siguientes:

Felix Hausdorf ([5]) propuso en 1914 el problema de la medida en sentido amplio,
el cual consiste en encontrar una funcién m definida sobre todos los subconjuntos
acotados de niimeros reales y que satisfaga las siguientes condiciones:

(i) m es no negativa.
(ii) m es finitamente aditiva.

)
)

(iii) m([0, 1)) = 1
)

(iv) m es invariante bajo traslaciones.

Stefan Banach demostré en 1923 que este problema, asi como el problema andlogo
en dos dimensiones, si tiene solucién ([1]). Sin embargo, el mismo Hausdorf habia
demostrado que el problema andlogo en tres o mas dimensiones no tiene solucién.
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Banach y Kazimierz Kuratowski se plantearon en 1929 el problema de encontrar una
funcién m definida sobre todos los subconjuntos el intervalo [0, 1] y satisfaciendo las
siguientes condiciones:

(i) m es no negativa.
(ii) m es o-aditiva.
(iii) Si I es un intervalo, entonces m(I) es igual a la longitud de I.

El resultado de Banach y Kuratowski fue que tal problema no tiene solucién ([2]).
Esto sorprendié a muchos, por ejemplo a Paul Pierre Lévy quien pensaba que, al
quitar a la medida la condicién de ser invariante bajo traslaciones, es posible asignar
una medida a todos los subconjuntos de nimeros reales ([10]).

Alfred Tarski atacé en 1930 el problema de la medida en sentido amplio plantedndose
el problema de encontrar una funcién m definida sobre todos los subconjuntos del
intervalo [0, 1] y satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) m es no negativa.
(ii) m es finitamente aditiva.
(iii) Si I es un intervalo, entonces m(I) es igual a la longitud de I.

Tarski mostré que tal problema, asi como el andlogo en dos o més dimensiones, si
tiene solucién. Sin embargo, mostré también que la solucién no es unica ([12]).

Volviendo a nuestro problema de asignar una probabilidad a cada subconjunto del
intervalo [0, 1] de tal manera que dos subconjuntos del intervalo [0, 1] que se puedan
sobreponer geométricamente uno sobre el otro tengan asignada la misma probabilidad,
vemos, a la luz de los resultados anteriores, que éste no tiene solucion si se quiere una
funcién de probabilidad que sea o-aditiva, en cambio, si tinicamente se quiere una
funcién de probabilidad finitamente aditiva, el problema si tiene solucién, aunque,
alin en ese caso, el problema andlogo en tres dimensiones no lo tiene. De esta manera
se puede concluir que la invariancia geométrica es muy restrictiva. Sustituyendo
ésta por la condicién de que un intervalo tenga asignada una probabilidad igual a
su longitud, vemos que, si se quiere una funcién de probabilidad que sea o-aditiva,
el problema tampoco tiene solucién. Por otra parte, si tinicamente se quiere una
funcién de probabilidad finitamente aditiva, el problema si tiene solucién, pero ésta
no es unica.

La conclusién que se deriva de estos resultados es que los experimentos descritos no
pueden ser modelados dentro del marco que hemos considerado hasta este momento.
Por lo tanto, se debe de tomar una de dos alternativas, o bien se renuncia a modelar



144 5. LA ADITIVIDAD NUMERABLE

este tipo de experimentos o bien se cambia alguna o algunas de las caracteristicas del
modelo.

Hemos visto que la modelacién de experimentos consistentes en elecciones al azar, de
los elementos de un conjunto finito, ha jugado un papel central para poder construir
modelos probabilisticos en el caso general de experimentos aleatorios que admiten
uinicamente un conjunto finito de posibles resultados, e incluso para aquellos que ad-
miten un conjunto infinito numerable. La misma situacién se presenta en el caso de
experimentos aleatorios que admiten una infinidad no numerable de posibles resulta-
dos, la modelaciéon de experimentos consistentes en elecciones al azar juega también
un papel central en la construccién de modelos probabilisticos en general. Ademds, se
puede mostrar que el problema planteado para el caso de elecciones al azar se presenta
en practicamente todos los casos de experimentos aleatorios en donde el conjunto de
posibles resultados es infinito no numerable. Por tal motivo, la renuncia a modelar
tales tipos de experimentos empobreceria mucho la teoria desarrollada. De esta ma-
nera, la alternativa que queda consiste en relajar las caracteristicas que se piden a la
funcién de probabilidad.

Es posible tomar como modelo el que incluya una funcién de probabilidad que sea
unicamente finitamente aditiva de tal manera que, para el experimento aleatorio
planteado, se pueda asignar una probabilidad a cualquier subconjunto del intervalo
[0,1]. Con esta opcién se estarfa renunciando a la unicidad en la asignacién de pro-
babilidades. Esta opcion es la que se toma, por ejemplo, en la Estadistica Bayesiana.
Sin embargo, en el enfoque cldsico de la Teorfa de la Probabilidad se busca que cada
evento tenga asignada una probabilidad de manera tinica. Esto hace que la opcion de
tomar una funcién de probabilidad que sea tinicamente finitamente aditiva tampoco
resulte satisfactoria.

Abundando en el problema de la unicidad, se puede mostrar que si se quiere definir
una funcién de probabilidad P o-aditiva, esta funcién queda tinicamente determinada
sobre una familia £ de subconjuntos del intervalo [0, 1], la cual tiene las siguientes
propiedades:

(i) Si I es cualquier subintervalo del intervalo [0, 1], entonces I € L.
(ii) Si A es un subconjunto del intervalo [0, 1] tal que A € L, entonces [0, 1]—A €
L.
(iii) Si Ay, Asg, ... es una coleccién finita, o infinita numerable, de elementos de

L, entonces | J Ay € L.
k

Por otra parte, si se quiere definir una funcién de probabilidad P finitamente aditiva,
se puede mostrar que esta funcién queda tinicamente determinada sobre una familia
J de subconjuntos del intervalo [0, 1], la cual tiene las siguientes propiedades:
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(i) Si I es cualquier subintervalo del intervalo [0, 1], entonces I € J.
(ii) Si A es un subconjunto del intervalo [0, 1] tal que A € 7, entonces [0, 1]—A €
J.

n
(iii) Si Ay,..., A, esuna coleccién finita de elementos de J, entonces | ] Ay € J.
k=1

Evidentemente la familia £ contiene a la familia 7 pues una funcién de probabilidad
o-aditiva también es finitamente aditiva. Tal contencién es propia. En efecto, se
puede mostrar que hay subconjuntos del intervalo [0, 1] que pertenecen a £ pero no a
J . Por ejemplo, la probabilidad de un subconjunto del intervalo [0, 1] que sea infinito
numerable no queda determinada de manera tnica si lnicamente se cuenta con la
propiedad de la aditividad finita, en cambio, asumiendo que la funcién de probabilidad
es o-aditiva, la probabilidad de tal subconjunto queda tnicamente determinada y es
igual a cero pues los conjuntos formados por un punto tienen probabilidad igual a
cero.

Vemos asi que el proceso de asignacién de probabilidades, de manera tnica, a los
subconjuntos del espacio muestral se puede llevar més lejos con una funcién de pro-
babilidad o-aditiva que con una que sea simplemente finitamente aditiva. Esta es una
de las razones bédsicas por las cuales se prefiere adoptar como modelo matemético para
los experimentos aleatorios el que incluye la o-aditividad de la funcién de probabili-
dad.

5.5. Espacios de Probabilidad

Lo expuesto en las secciones anteriores de este capitulo motiva las siguientes defini-
ciones:

DEFINICION 5.17 (Algebra de conjuntos). Sea Q un conjunto. Se dice que una fa-
milia A de subconjuntos de €2 es un dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Qe A
(ii) Si A € A entonces A° € A.
(iii) SiAq,..., A, es cualquier familia finita de elementos de A, entonces |J Ay €
k=1
A.

DEFINICION 5.18 (o-dlgebra). Sea 2 un conjunto. Se dice que una familia A de sub-
conguntos de ) es una o-dlgebra si es un dlgebra y dada cualquier coleccion numerable

de elementos de A, Aj, As, ..., entonces |J Ay € A.
k=1
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DEFINICION 5.19 (Funcién finitamente aditiva sobre un algebra). Sea Q un
conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de Q). Se dice que una funcidn no negativa
P: A~ RU{oo} es finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, Ay, ..., Ay,

de elementos de A tal que A;NA; =0 para i # j, entonces P(|J Ax) =D r_; P(Ay).
k=1

DEFINICION 5.20 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea Q un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de €2. Se dice que una funcion no negativa P : A —
R U {o0} es o-aditiva si es finitamente aditiva y dada cualquier familia numerable,

Ay, As, ..., de elementos de A tal que A;NA;j =0 parai #jy |J Ar € A, entonces

P(U 4) = T2, P4,

DEFINICION 5.21 (Funcién o-subaditiva). Sea Q un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de Q. Se dice que una funcion no negativa P : A — R U {oco}
es o-subaditiva, o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada
cualquier familia finita o infinita numerable, Ay, As, ..., de elementos de A tal que

Uk Ax € A: P(Uk Akr) < Zk P(Ak)'

Debe de observarse que, en general, la o-aditividad no es una consecuencia de la
aditividad finita. Consideremos, por ejemplo, el dlgebra A formada por los subcon-
juntos de los niimeros naturales que son finitos o de complemento finito y definamos
la funcién P : A — [0, 1] mediante las relaciones: P(A) =0 si A es finitoy P(A) =1
si A° es finito. Tal funcién es finitamente aditiva pero no o-aditiva. Mads atn, se
puede mostrar ([4]) que P puede extenderse (no de manera tnica) a una funcién
finitamente aditiva definida sobre la familia de todos los subconjuntos de los nimeros
naturales. Tal extension, la cual estd definida sobre una o-dlgebra, resulta entonces
ser finitamente aditiva, pero no o-aditiva.

DEFINICION 5.22 (Medida de probabilidad). Sea 2 un conjunto y A una o-dlgebra
de subconjuntos de ). Se dice que una funcion P : A +— R es una medida de
probabilidad si se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) P(A) > 0 para todo evento A.
(i) P(Q) =1
(iii) P es o-aditiva.

De acuerdo con lo dicho en la seccién anterior, un experimento aleatorio serd modelado
por una terna (€2, .4, P), en donde € es un conjunto, A una o-dlgebra de subconjuntos
de Q y P una medida de probabilidad definida sobre .A. Una terna de este tipo serd
llamada un espacio de probabilidad. Este modelo estd basado en la formulacién
axiomdtica de la Teorfa de la Probabilidad dada por Andrey Nikolaevich Kolmogorov
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en el ano 1933 ([8]). En su articulo, Kolmogorov mostré que la o-aditividad admite un
tratamiento matematico sélido, convenciendo asf al medio matemaético de aceptarla
como una propiedad razonable del modelo probabilistico de cualquier experimento
aleatorio.

El siguiente resultado muestra que la o-aditividad se puede formular de diferentes
maneras, todas ellas equivalentes.

PROPOSICION 5.23. Sea 2 un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de Q) y P : A —
R una funcion no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades
son equivalentes:

(i) P es o-subaditiva.

(ii) P es o-aditiva.

(iii) Para cualquier coleccion infinita Ay, As, ... de elementos de A tales que
A CACiylUl Ay € A, setiene P (U, An) = limy,.0o P(A,).

(iv) Para cualquier coleccion infinita Ay, A, ... de elementos de A tales que
A DA D oy Ay € A, setiene P (N, An) = lim,,..oo P(A).

(v) Para cualquier coleccion infinita Ay, As, ... de elementos de A tales que
A1 DA D oy, Ay =0, se tiene lim,,..o P(A,) = 0.

Demostracion

Supongamos que P es o-subaditiva y sea Ay, Ao, ... una coleccién numerable de ele-
mentos de A, ajenos por parejas y tales que | J J A; € A. Se tiene:

P(U; A7) > >25_, P(4;) para cualquier n € N, asf que P(U; 4;) > > 277, P(A)).
Por lo tanto, P es o-aditiva.

Supongamos ahora que P es o-aditiva y sea Aj, A, ... una coleccién numerable de
elementos de A tales que |J; A; € A. Sea B, = 4, — U;:ll Aj, entonces |J; A; =
U; Bj, asf que:

P(U;45) = P(U; Bj) = 3>202, P(By) < 3202, P(4))

Supongamos que P es g-aditiva y sea Ap, As, ... una colecciéon de elementos de A

tales que Ay C Ay C ...y U, —, A, € A, entonces:

Unsi An = A1 U (A — AU (A3 — Ay) U---
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Asi que:

P(UpZy An) = 3200 P(Ak — Ap) = oo Doy P(Ag — A1) = limy,e o0 P(A,)
en donde Ay = 0.

111 = v es inmediato tomando complementos.

1w = v es inmediato pues v es un caso particular de 7v.

V=il

Sea Aj, As, ... una coleccién numerable de elementos de A, ajenos por parejas y tales
que |J; A; € A. Sea B, = U2, A;—U_, Aj, entonces B; D By O ...y (1,2, B, = 0.
Por lo tanto, lim,,..., P(B,) = 0, asi que:

P(U;.il Aj) = limy,.. 0 P(U?:l Aj) = im0 ZZ:l P<Aj) = ZZO:1 P<Aj)

5.6. Teorema de clases mondtonas

Si 2 es un conjunto arbitrario, se pueden definir distintas o-dlgebras de subconjuntos
de Q. Por ejemplo, si A es cualquier subconjunto de 2, la familia A = {0, 2, A, A°}
constituye una o-dlgebra de subconjuntos de 2. También la familia formada por
todos los subconjuntos de €2 constituye una o-édlgebra.

DEFINICION 5.24 (Interseccién de o-algebras). Dado un conjunto 2 y una familia
arbitraria de o-dlgebras de subconjuntos de ), se define la interseccion de esas o-
dlgebras como la familia de conjuntos que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver ficilmente que la interseccién de o-dlgebras de subconjuntos de €2 es
también una o-dlgebra y, dada una coleccién arbitraria B de subconjuntos de €2,
siempre existe por lo menos una o-dlgebra que contiene a todos los elementos de
B, a saber, la formada por todos los subconjuntos de 2. Se puede definir entonces
una o-dlgebra como la interseccién de todas las o-dlgebras de subconjuntos de (2
que contienen a todos los elementos de B. La o-dlgebra asi definida es llamada
la o-dlgebra generada por B y evidentemente es la mds pequena o-algebra de
subconjuntos de 2 que contiene a todos los elementos de B.

DEFINICION 5.25 (o dlgebra generada por una familia de conjuntos). Dada
una coleccion A de subconjuntos de un conjunto €1, se define la o-dlgebra generada por
A como la interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a todos los conjuntos

de A.
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Es frecuente encontrar un problema del siguiente tipo: Se tiene un conjunto {2, un
algebra A de subconjuntos de €2 y la o-édlgebra o(A) generada por A, y se quiere
demostrar que una cierta propiedad es valida para todo elemento de (.4). Un método
para resolver este problema consiste en demostrar que la familia H de subconjuntos de
Q) que tienen la propiedad deseada es una o-dlgebra que contiene a todos los elementos
de A, de manera que entonces contiene a la o-dlgebra generada por A. Sin embargo,
en ocasiones puede resultar sumamente complicado demostrar que efectivamente H
forma una o-édlgebra, sobre todo la demostracién de que H es cerrada bajo uniones
o intersecciones finitas. Por ejemplo para probar, siguiendo este método, que si dos
medidas de probabilidad P; y P, definidas sobre o(A), coinciden sobre A entonces
coinciden sobre o(A), se requeriria demostrar, en particular, que si A; y Ay son
dos elementos de o(A) tales que Pi(A;) = Py(A1) y Pi(Ay) = Py(As) entonces
Pi(A1UAy) = Po(A1U As) (o, equivalentemente, Py(A; N As) = Py(A1NAy)), lo cual
no hay manera de hacerlo, de manera directa, para dos medidas de probabilidad P,
y P,. Para salvar esta dificultad, se tienen, afortunadamente, los resultados que se
exponen en esta seccion, los cuales son conocidos como teoremas de clases monétonas.

DEFINICION 5.26 (Familia de conjuntos cerrada bajo diversas operaciones).
Sea ) un conjunto y G una familia de subconjuntos de ). Diremos que

(i) G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.

(ii) G es cerrada bajo diferencias propias si B — A € G para cualquier pareja
A, B €@ tal que A C B.

(ili) G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\J;_, A; € G (resp.
ﬂ?;l A; € G) para cualquier coleccion finita Ay, ..., A, de elementos de G.

(iv) G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si \J;2, A; € G
(resp. ﬂ]oil A; € G) para cualquier sucesion Ay, As, ... de elementos de G
tal que Ay C Ay C -+ (resp. Ay D Ay D --+).

DEFINICION 5.27 (Clase mondétona). Sea §2 un conjunto y M una familia de sub-
conjuntos de §2. Se dice que M es una clase mondtona si es cerrada bajo uniones e
intersecciones mondtonas.

DEFINICION 5.28 (Interseccién de clases monétonas). Dado un conjunto Q y una
familia arbitraria de clases mondtonas de subconjuntos de §2, se define la interseccion
de esas clases mondtonas como la familia de conjuntos que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver facilmente que la interseccién de clases mondétonas, de subconjuntos de
un conjunto €2, forma una clase monétona.

DEFINICION 5.29 (clase monétona generada por una familia de conjuntos).
Dada una coleccion A de subconjuntos de un conjunto €1, se define la clase mondtona
generada por A como la interseccion de todas las clases mondtonas que contienen a
todos los elementos de A y se le denota por M(A).
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Obsérvese que la definicién anterior es consistente pues, dada cualquier coleccién A
de subconjuntos de un conjunto {2, existe por lo menos una clase monétona que
contiene a todos los conjuntos de A, a saber, la clase monétona formada por todos
los subconjuntos de ().

Obsérvese también que la clase monétona generada por una familia A de subconjuntos
de un conjunto €2 es la més pequena clase monétona de subconjuntos de €2 que contiene
a todos los elementos de A.

TEOREMA 5.30. Sea 2 un conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de ), entonces
la clase mondtona generada por A sigue siendo un dlgebra.

Demostraciéon

Para demostrar que M(A) es cerrada bajo complementos, sea:
C={AecM(A): A*c M(A)}

C es entonces una clase monétona. En efecto, si Ay C As--- es una sucesion de
elementos de C entonces, para cualquier n € N, se tiene A, € M(A) y AS € M(A),
ast que J, A, € M(A) y (U, An)° =N, A5 € M(A), por lo tanto, |, A, € C. De

la misma manera se demuestra que C es cerrada bajo intersecciones monétonas.

Obviamente C contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que C contiene
a M(A), lo cual prueba que M(.A) es cerrada bajo complementos.

Para demostrar que M(.A) es cerrada bajo intersecciones finitas, sea:
Ci={Ae M(A): AN B € M(A) para cualquier B € A}

C; es entonces una clase monétona. En efecto, si Ay C As--- es una sucesién de
elementos de C; entonces, para cualquier n € Ny B € A, se tiene A, € M(A) y
A, NB e M(A), ast que |, 4, € M(A) vy (U,A,) "B =,(A, NB) € M(A),
por lo tanto, |J,, A, € Ci. De la misma manera se demuestra que C; es cerrada bajo
intersecciones mondétonas.

Obviamente C; contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que C; contiene
a M(A), es decir, para cualquier A € M(A) y B € A, se tiene AN B € M(A).

Sea ahora:
Co={Ae M(A): AN B € M(A) para cualquier B € M(A)}

Cy es entonces una clase mondétona. En efecto, si A7 C As--- es una sucesion de
elementos de Cy entonces, para cualquier n € Ny B € M(A), se tiene A, € M(A)
y A, N B e M(A), asi que |, 4, € M(A) v (U, 4.) "B =J,(A,NB) € M(A),
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por lo tanto, |J,, An € Co. De la misma manera se demuestra que C, es cerrada bajo
intersecciones mondétonas.

Como C; contiene a M(.A), se tiene que Cy contiene a .4, de manera que entonces se

puede concluir que Cy contiene a M(.A), es decir, para cualesquiera A, B € M(A), se
tiene AN B € M(A).

COROLARIO 5.31 (Teorema de clases mondétonas para dlgebras). Sea Q un
conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de 2, entonces M(A) = o(A).

PROPOSICION 5.32. Sea 2 un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de Q2 y Py y
Py dos medidas de probabilidad, definidas sobre o(A), tales que Pi(A) = Py(A) para
cualquier A € A, entonces Pi(A) = Py(A) para cualquier A € o(A).

Demostracion
Sea H={Aeco(A): P(A) = P(A)}

‘H es entonces una clase mondétona que contiene a los elementos de A, asi que H
contiene a o(A) = M(A).

El teorema 5.30 puede ser insuficiente pues en ocasiones tinicamente se puede demostrar
inmediatamente que la propiedad que se quiere probar como vélida para cualquier el-

emento de una o-dlgebra se cumple para una familia de conjuntos que la generan y

que es cerrada bajo intersecciones finitas (por ejemplo, la familia formada por todos

los intervalos de nimeros reales).

DEFINICION 5.33 (7 sistema). Sea 2 un conjunto y P una familia de subconjuntos
de 2. Se dice que P es un m-sistema si es cerrada bajo intersecciones finitas.

DEFINICION 5.34 (d-sistema). Sea Q un conjunto y D una familia de subconjuntos
de Q2. Se dice que D es un d-sistema si 2 € D y es cerrada bajo diferencias propias
Y uniones monotonas.

DEFINICION 5.35 (Interseccién de d-sistemas). Dado un conjunto 2 y una familia
arbitraria de d-sistemas de subconjuntos de €2, se define la interseccion de esos d-
sistemas como la familia de conjuntos que pertenecen a todos ellos.

Se puede ver fdcilmente que la interseccién de d-sistemas, de subconjuntos de un
conjunto €2, forma un d-sistema.

DEFINICION 5.36 (d-sistema generado por una familia de conjuntos). Dada
una coleccion G de subconjuntos de un conjunto €1, se define el d-sistema generado por
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G como la interseccion de todos los d-sistemas que contienen a todos los elementos

de G y se le denota por d(G).

Obsérvese que la definicién anterior es consistente pues, dada cualquier coleccién P
de subconjuntos de un conjunto 2, existe por lo menos un d-sistema que contiene a
todos los conjuntos de P, a saber, el d-sistema formada por todos los subconjuntos
de ).

Obsérvese también que el d-sistema generado por una familia P de subconjuntos de
un conjunto €2 es el mas pequeno d-sistema de subconjuntos de €2 que contiene a todos
los elementos de P.

TEOREMA 5.37. Sea §2 un conjunto y P un m-sistema de subconjuntos de (), entonces
el d-sistema generado por P es un m-sistema.

Demostraciéon

Sea:
Ci={A€d(P): AN B € d(P) para cualquier B € P}

C; es entonces un d-sistema. En efecto, si A1 C Ay --- es una sucesién de elementos
de C;, entonces, para cualquier n € Ny B € P, se tiene A, € d(P)y A, N B € d(P),
asi que |J, A, € d(P)y (U, A)NB =, (A,NB) € d(P); por lo tanto, | J,, A, € C;.
Sean ahora A,C' € C; tales que A C C, entonces A,C;ANB,CNB € d(P)y
AN B C CN B para cualquier B € P, asi que C — A € d(P)y (C—A)NB =
CNB—-ANBed(P), por lo tanto, C' — A € C;. Finalmente, es obvio que 2 € C;.

Obviamente C; contiene a P, de manera que entonces se puede concluir que C; contiene
a d(P), es decir, para cualquier A € d(P)y B € P, se tiene AN B € d(P).

Sea ahora:
Co ={A€d(P): AN B € d(P) para cualquier B € d(P)}

C, es entonces un d-sistema. En efecto, si A1 C A, - -+ es una sucesiéon de elementos de
C, entonces, para cualquier n € Ny B € d(P), se tiene A, € d(P) y A, N B € d(P),
asi que |J, A, € d(P)y (U, A)NB =, (A,NB) € d(P); por lo tanto, | J,, A, € Ca.
Sean ahora A,C € C, tales que A C C, entonces A,C,ANB,CNB € dP)y
AN B C CnN B para cualquier B € d(P), asi que C —A € d(P)y (C—A)NB =
CNB—ANBe€d(P), por lo tanto, C' — A € Cy. Finalmente, es obvio que 2 € Cs.

Como C; contiene a d(P), se tiene que Cy contiene a P, de manera que entonces se
puede concluir que C, contiene a d(P), es decir, para cualesquiera A, B € d(P), se
tiene AN B € d(P).
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COROLARIO 5.38 (Teorema de clases monétonas para mw-sistemas). Sea Q un
conjunto y P un w-sistema de subconjuntos de 2, entonces d(P) = o(P).

PROPOSICION 5.39. Sea 2 un conjunto, P un mw-sistema de subconjuntos de ) tal que
Qe P yP y P, dos medidas de probabilidad, definidas sobre o(P), tales que P1(A) =
Py(A) para cualquier A € P, entonces Pi(A) = Py(A) para cualquier A € o(P).

Demostracion
Sea H={A€a(P): P(A) = P(A)}.

‘H es entonces un d-sistema que contiene a los elementos de P, asi que ‘H contiene a
o(P) =d(P).

Las proposiciones 5.32 y 5.39 son de gran importancia para la Teorfa de la Proba-
bilidad pues muestran que el proceso de extensién de una funcién de pro-
babilidad, definida sobre un dlgebra o un m-sistema, a una medida de
probabilidad sobre la o-dlgebra que generan, en caso de poder realizarse,
se puede lograr de una tnica manera. Es decir, la extensién es tnica.

5.7. Los borelianos y la medida de Lebesgue

El problema de la medida planteado por H. Lebesgue consiste en extender el concepto
de longitud a una familia tan grande como sea posible de subconjuntos de nimeros
reales. De manera maés especifica, se trata de comenzar asignando a cada intervalo
su longitud y después de extender esa funcién tan lejos como sea posible. Como
ya lo mencionamos, tal extension se puede realizar hasta abarcar una o-dlgebra de
subconjuntos de R, la generada por los intervalos.

DEFINICION 5.40 (o-algebra de Borel en R). La o-dlgebra de Borel en R es la
o-dlgebra de subconjuntos de R generada por la familia de intervalos de la forma
(—o0, 2], en donde x € R. A los elementos de esa o-dlgebra se les llama borelianos

de R.
Las siguientes proposiciones pueden ser probadas ficilmente.

PROPOSICION 5.41. Todo intervalo de R es boreliano.

PROPOSICION 5.42. Los subconjuntos abiertos y los subconjuntos cerrados de R son
borelianos.
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PROPOSICION 5.43. La o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R estd generada por
cualquiera de las siguientes familias de subconjuntos.

a) Los intervalos de la forma (x,00).
b) Los intervalos de la forma (—oo, x).
¢) Los intervalos de la forma [z, 00).
d) Los intervalos de la forma (a,b).

e) Los intervalos de la forma |a,b).

f) Los intervalos de la forma (a,b).

g) Los intervalos de la forma [a,b).

h) Los conjuntos abiertos.

i) Los conjuntos cerrados.

DEFINICION 5.44 (o-dlgebra de Borel en (a,b)). La o-dlgebra de Borel en el
intervalo (a,b) es la o-dlgebra de subconjuntos de (a,b) formada por las intersecciones
de los borelianos en R con el intervalo (a,b). A los elementos de esa o-dlgebra se les
llama borelianos de (a,b).

DEFINICION 5.45 (Medida cero). Se dice que un conjunto A C R tiene medida cero
si, para cualquier € > 0, existe una coleccion finita o infinita numerable de intervalos
abiertos {1} tales que A C \J, I, y>_,l(I,) < e, en donde l(I,) denota la longitud
del intervalo I,,.

El siguiente resultado se demuestra facilmente:

PROPOSICION 5.46. Si {A,} es una familia finita o infinita numerable de conjuntos
de medida cero, entonces A = U, A,, tiene medida cero.

EJEMPLO 5.47. Cualquier conjunto numerable A C R tiene medida cero. En efecto,
si A ={x1,29,...}, dada € > 0, consideremos, para cada n € N, un intervalo abierto
I, de centro z, y longitud 557, entonces A C U, In y >, UIn) = D o0ri goer =
e ez = § <€

A

La familia de conjuntos borelianos, si bien es bastante grande, presenta una limitacion
consistente en que un conjunto de medida cero puede no ser boreliano. En un pro-
blema de probabilidad, esto a su vez se traduce en que puede haber subconjuntos de
conjuntos de probabilidad cero para los cuales, por no ser borelianos, no estd definida
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la funcién de probabilidad. Por esa razén, es conveniente considerar una o-algebra
més grande que los borelianos, que incluya a todos los conjuntos de medida cero. A
continuacion se muestra cémo puede hacerse tal extension.

LEMA 5.48. Todo conjunto de medida cero estd contenido en un conjunto boreliano
de medida cero.

Demostracion

Sea A C (0,1) un conjunto de medida cero, entonces, para cualquier £ > 0, existe una
coleccién finita o infinita numerable de intervalos abiertos {I;} tales que A C |, I
y > l(Ix) < e, en donde I(I);) denota la longitud del intervalo Ij.

Para cada n € N, sea {I}'} una coleccién finita o infinita numerable de intervalos
abiertos {I}'} tales que A C |, I y >, I(I}") < +. Definamos entonces B, = |J,, I}
y B =), Bn. Entonces, B es boreliano, tiene medida cero y A C B.

DEFINICION 5.49 (Conjunto Lebesgue medible). Diremos que un conjunto A C R
es Lebesgue medible si pertenece a la o-dlgebra de subconjuntos de R generada por los
borelianos y los conjuntos de medida cero.

PrOPOSICION 5.50. Todo conjunto Lebesgue medible se puede expresar como la union
de un conjunto boreliano y un conjunto de medida cero.

Demostraciéon
Denotemos por B a los conjuntos borelianos y sea:
H={HCR:H=BUC, endonde B € By C tiene medida cero}

Obviamente, cualquier elemento de H es Lebesgue medible y H contiene tanto a los
borelianos como a los conjuntos de medida cero. Para probar el resultado, basta
entonces con demostrar que H es una o-algebra.

‘H contiene a R y es cerrada bajo uniones numerables. La tnica dificultad consiste
en demostrar que H es cerrada bajo complementos.

Sea H € 'H, entonces H puede expresarse en la forma H = BU (', en donde B es un
conjunto boreliano y C' es un conjunto de medida cero.

Por el lema 5.48, existe un conjunto boreliano D de medida cero tal que C' C D. Sea
A = DN B¢ entonces:

He=(BUC) =(BUA)UJ(A-C0C)
Asi que H® € 'H.
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COROLARIO 5.51. La o-dlgebra de los conjuntos Lebesque medibles estd formada por
todos los conjuntos de la forma B U C', en donde B es un conjunto boreliano y C un
conjunto de medida cero.

PROPOSICION 5.52. Sea L la o-dlgebra de los conjuntos Lebesque medibles de R y
my @ L — RU{oo}, my : L +— RU{oco} dos funciones no negativas y o-aditivas
tales que mq(I) = mao(I) = longitud(I) para cualquier intervalo I, entonces my(B) =
ma(B) para cualquier B € L.

Demostraciéon

Por la proposicién 5.39, m; y ms coinciden sobre los conjuntos borelianos contenidos
en cualquier intervalo finito I.

Sea B un conjunto boreliano de R, entonces:
B=U,ez BN [n,n+1)

Asi que:

mi(B) =), czmi (BN [n,n+1))

= nezM2 (BN [n,n+1)) =my(B)

Sea ahora A un conjunto de medida cero, entonces, para cualquier € > 0, existe una
coleccion finita o infinita numerable de intervalos abiertos {I,,} tales que A C |, I,
y Y. l(I,) < ¢, en donde {(/,,) denota la longitud del intervalo /,,. Por lo tanto:

my(A) <my (U, In) <22, ma (1) = 22, 1(In) <&
Asi que, my(A) = 0.

De la misma manera, se tiene, mq(A) = 0. Por lo tanto, m; y ms coinciden sobre
los conjuntos de medida cero . Asi que, nuevamente por la proposicién 5.39, m; y
ms coinciden sobre los conjuntos Lebesgue medibles contenidos en cualquier intervalo
finito 1.

Sea B € L, entonces:
B=U,ezBNn,n+1)
Asi que:

mi(B) =, czmi (BN [n,n+1))
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= wezM2 (BN [n,n+1)) =ma(B)

DEFINICION 5.53 (Medida de Lebesgue en R). La medida de Lebesqgue m en R es
la tinica funcion no negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles
tal que m(I) es igual a la longitud de I para cualquier intervalo I°.

EJEMPLO 5.54. Demuestre que el conjunto de Cantor C es Lebesque medible y que
m(C) = 0.

Solucion
Asi que C es Lebesgue medible y:
m(C) =1-m([0,1] —C)

= 1= (1 3) = m (G ) = (G ) =

A

Las definiciones y resultados para el caso de R pueden extenderse a R", como se
enuncia a continuacién.

Por un rectdngulo en R™ se entenderd un conjunto de la forma I x --- x I,,, en donde
Ii,--- , I, son intervalos en R. Ademads, diremos que el rectdangulo R = I} x --- x [,
es abierto (resp. cerrado) si los intervalos Iy, - - , I,, son abiertos (resp. cerrados).

DEFINICION 5.55 (o-dlgebra de Borel en R"). La o-dlgebra de Borel en R™ es la
o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por la familia de los rectdangulos en R™ de
la forma (—o0,x1] X -++ X (—00,x,]. A los elementos de esa o-dlgebra se les llama
borelianos de R™.

PROPOSICION 5.56. Todo rectangulo de R™ es boreliano.

PROPOSICION 5.57. Los subconjuntos abiertos y los subconjuntos cerrados de R" son
borelianos.

PROPOSICION 5.58. La o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R™ estd generada por
cualquiera de las siguientes familias de subconjuntos:

(i) Los rectangulos abiertos.
(ii) Los rectangulos cerrados.

8La existencia de tal medida fue demostrada por Henri Léon Lebesgue en el afio 1902 ([9]).
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(iii) Los conjuntos abiertos.
(iv) Los conjuntos cerrados.

DEFINICION 5.59 (o-algebra de Borel en un boreliano). La o-dlgebra de Borel
en el boreliano A C R™ es la o-dlgebra de subconjuntos de A formada por las intersec-
ciones de los borelianos en R™ con A. A los elementos de esa o-dlgebra se les llama
borelianos de A.

DEFINICION 5.60 (Medida cero). Se dice que un conjunto B C R" tiene medida cero
st, para cualquier € > 0, existe una coleccion finita o infinita numerable de rectangulos
Ry, =1Ifx---xIF tales que B C U, Ry y >, L(IT) -+~ I(IF) < &, en donde [(I) denota
la longitud del intervalo I.

PROPOSICION 5.61. Si {By} es una familia finita o infinita numerable de conjuntos
de medida cero, entonces A =, By, tiene medida cero.

DEFINICION 5.62 (Conjunto Lebesgue medible en R"™). Diremos que un con-
junto B C R"™ es Lebesgue medible si pertenece a la o-dlgebra de subconjuntos de R™
generada por los borelianos y los conjuntos de medida cero.

PROPOSICION 5.63. Todo conjunto Lebesque medible se puede expresar como la union
de un conjunto boreliano y un conjunto de medida cero.

COROLARIO 5.64. La o-dlgebra de los conjuntos Lebesque medibles estd formada por
todos los conjuntos de la forma B U C', en donde B es un conjunto boreliano y C' un
conjunto de medida cero.

PROPOSICION 5.65. Sea L™ la o-dlgebra de los conjuntos Lebesque medibles de R™ y
my : L — RU{oo}, my : L™ +— RU{co} dos funciones no negativas y o-aditivas tales
que my(R) = ma(R) = (1) - - - I(I,) para cualquier rectdngulo R =1y X --- X I,, en
donde l(I) denota la longitud del intervalo I, entonces mi(B) = my(B) para cualquier
BeL".

DEFINICION 5.66 (Medida de Lebesgue en R"). La medida de Lebesgue m en R" es
la 1inica funcion no negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos Lebesque medibles
de R" tal que m(R) = I(I1)---1l(I,) para cualquier rectdngulo R = I; X --- X I,, en
donde [(I) denota la longitud del intervalo I.

PROPOSICION 5.67. Si By,..., B, son borelianos de R, entonces By X By X ... X B,
es un boreliano de R™.

Demostracion

Sean x4, ..., x,_1 nimeros reales cualesquiera, entonces la familia de conjuntos B C R
tales que (—o00, 1] X -+ - X (—00, x,,_1] X B es un boreliano de R”, forma una o-dlgebra
que contiene a los intervalos de la forma (—oo, z|; por lo tanto, contiene a todos los
borelianos de R.
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De la misma manera, si B, C R es un boreliano cualquiera, entonces la familia de
conjuntos B C R tales que (—o0,z1] X -+ X (=00, 2, 5] X B XB, es un boreliano
de R", forma una o-dlgebra que contiene a los intervalos de la forma (—oo, z]; por lo
tanto, contiene a todos los borelianos de R.

Continuando con este procedimiento, se obtiene que los conjuntos de la forma (—oo, 21| x
By x ... x B,, en donde x; es un nimero real cualquiera y Bs, ..., B, son borelianos
cualesquiera de R, son borelianos de R".

Finalmente, si Bs, ..., B, son borelianos cualesquiera de R, entonces la familia de
conjuntos B C R tales que B x By X ... X B, es un boreliano de R", forma una
o-dlgebra que contiene a los intervalos de la forma (—oo, z|; por lo tanto, contiene a
todos los borelianos de R.

5.8. Funciones borelianas

DEFINICION 5.68 (Funcién boreliana). Una funcion f : R" — R™ es llamada
boreliana si f~1(B) es un conjunto boreliano de R™ para todo boreliano B de R™.

Recuérdese que si f es cualquier funcién de R” en R™ y B, By, Bs, . . . son subconjuntos
de R™, entonces [~1(B%) = [f (B, f (U, Ba) = U, /(Ba) y F1(1), By) =
N, /' (B,). Esto implica que la familia de subconjuntos B de R™, tales que f~'(B)
es un conjunto boreliano de R", forman una o-dlgebra de subconjuntos de R™, de
manera que, para demostrar que una cierta funcién f es boreliana, basta con probar
que f~'(B) es un conjunto boreliano de R™ para cualquier elemento B de una familia
de generadores de los borelianos en R™. Con base en esta idea, se pueden demostrar
las siguientes proposiciones, algunas de cuyas demostraciones se dejan como ejercicio:

PROPOSICION 5.69. Si f : R" — R™ y g : R™ +— RP son borelianas, entonces go f es
boreliana.

ProPOSICION 5.70. Toda funcion continua f : R™ — R™ es boreliana.

PROPOSICION 5.71. Sean f y g funciones de R en R y H : R — R? definida por
H(z) = (f(x),g(x)), entonces H es boreliana si y sdlo si f y g son borelianas.

Demostracion

Supongamos que f y ¢ son borelianas, entonces, f~! ((—oo,z]) y g7* ((—0o0,y]) son
conjuntos borelianos de R para cualesquiera x,y € R. Por lo tanto:

H= (=00, 2] x (=00, y]) = [~ (o0, 2]) N g™ (=00, y])
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es un boreliano de R.

Por otra parte, la familia de subconjuntos B C R? tales que H!(B) es un boreliano
de R forma una o-dlgebra de subconjuntos de R? la cual, como se demostré antes,
contiene a los rectangulos de la forma (—oo, z| x (—o0,y]; por lo tanto, contiene a
todos los borelianos de R?.

Inversamente, supongamos que la funcién H : R — R? definida por H(z) = (f(z), g())
es boreliana, entonces:

f7 (=00, 2]) = H' (=00, 2] x R)

y:

97" (=00, y]) = H7 (R x (=00, ])

son borelianos de R para cualesquiera x,y € R.

Finalmente, la familia de subconjuntos B C R tales que f~'(B) (resp. g '(B)) es un
boreliano de R forma una o-dlgebra de subconjuntos de R la cual, como se demostré
antes, contiene a los rectangulos de la forma (—oo, x] (resp. (—o0,y]); por lo tanto,
contiene a todos los borelianos de R. Es decir, f (resp. g) es boreliana.

COROLARIO 5.72. Si f :R— R y g: R — R son borelianas y a,b,ac € R con a > 0,
entonces af +0b, |f|*, f+g, fg, méx(f,g) y min(f, g) son borelianas.

PrOPOSICION 5.73. Sea g : R" +— R wuna funcion boreliana no negativa. Entonces
existe una sucesion mondtona no decreciente de funciones borelianas no negativas ¢,,
tales que:

(i) Cada ¢,, es de la forma:

km
(pm = Z]:O bmvaBm,j
en donde by, p, ..., bmk, son nimeros reales positivos.
Y Bmo, ..., Bk, son conjuntos borelianos de R".
(i) iMoo () = g(x) para cualquier x € R™.

Demostracion

Para cada m € N, sea:

om

m2™ — .
{ i [Ert<g<ghs] S g(z) <m
0 :
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Dados m € Ny z € R", sea k el tinico nimero natural tal que ’“27”1 < g(x) <
= . Entonces, como ¢, (z) = 5, se tiene g(z) — 5% < ¢,,(z) < g(z), asi que
M0 01 () = g(2).

Ahora bien, como 22(5;1) < g(z) < 725, se tiene que 2253 < g(z) < 251 o bien
2t < g(z) < 325 En el primer caso, se tiene ¢, (z) = 22 = Ll = o ()

mientras que en el segundo, se tiene ¢, (z) = 2557 > 2522 = (). Asf que, en

cualquier caso, ¢,,(w) < ¢, (w).

Asf que, ¢,, es una sucesiéon monétona no decreciente de funciones borelianas no
negativas tales que lim,,.. ¢,,(r) = g(x) para cualquier = € R".

El siguiente resultado serd utilizado en el capitulo 9. Se trata de una propiedad que
permite realizar el vinculo entre la Teorfa de la Medida y la Teoria de Integracién con
un enfoque geométrico. Cuando uno quiere calcular el drea de la regién comprendida
bajo la grifica de una funcién no negativa, se integra tal funcién. En otras palabras,
la integral de Riemann de una funcién no negativa corresponde al drea bajo la grafica
de esa funcién. Lo mismo ocurre con la integral definida por H. Lebesgue. Para
que este resultado adquiera sentido se requiere que, dada una funcién boreliana no
negativa, la region comprendida bajo la grafica de la funcién sea un conjunto al cual
se le puede asignar drea, es decir, que sea Lebesgue medible. Como se muestra a
continuacién, tal regién es un conjunto boreliano de R2.

PROPOSICION 5.74. Sea g : R™ +— R cualquier funcion boreliana no negativa. En-
tonces la funcion h : R™ — R definida por h(x,y) = Ijogw))(y), en donde z € R" y
y € R, es boreliana.

Demostracion

Para cada m € N, sea:

m2™ k—1 I

eute) = { T P szcoci) ot <

si g(x) >m

De acuerdo con la demostracién de la proposicién anterior, ¢,, es una sucesién moné-
tona no decreciente de funciones no negativas tales que lim,, .. ¢,,(z) = g(z) para
cualquier z € R". Por lo tanto:

{(z,y) eR"™:0<y <g(a)} =Up_ {(z,y) €ER"™ 0 <y < g, (2)}

= U, (U [ < g < 5= x [0,51)])
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Asi que el conjunto {(z,y) € R"™' : h(z,y) = 1} es boreliano.

COROLARIO 5.75. Sea g : R" — R una funcion boreliana no negativa. Entonces los
siquientes conjuntos son borelianos de R™"*1:

{(x1,...,2n,y) ER"™M 0 <y < g(zy,..., 1)
{21, xp,y) ERL:0 <y < g(xy,...,7,)
(r1,.. ., ZTnyy) ER™ 0 <y < g(zy,...,7,)}
{(x,...,2p,y) ERL0 <y < g(ay,...,7,)
( )

{xla"'vxnvy ERn+lg($>>OyO§y§g(.’L’1,,{En)}

EJERCICIOS

EJERCICIO 5.1. Resuelva los ejemplos 5.12 y 5.13 siguiendo el método de Huygens,
es decir, utilizando probabilidades condicionales.

EJERCICIO 5.2. Muestre que los siguientes problemas caen dentro de la categoria de
problemas descritos en la proposicion 5.9 y encuentre las probabilidades que se piden.

a) Dos jugadores, A y B, juegan a lanzar sucesivamente un par de dados, con la
condicion de que A ganard el juego en el momento en que obtenga 6 puntos, mientras
que B lo ganard en el momento en que obtenga 7 puntos. A tiene el primer turno y
después, comenzando con B, cada uno de ellos tendrd dos oportunidades consecutivas
de ganar. ;Qué probabilidad tiene cada jugador de ganar el juego.’

b) Tres jugadores, A, B y C, juegan un juego consistente en seleccionar, por turnos,
una ficha, al azar y con reemplazo, de una caja que contiene 4 fichas blancas y 8
negras. St el ganador es el primero que obtenga una ficha blanca, ;qué probabilidad
tiene cada jugador de ganar el juego?'°

EJERCICIO 5.3. Demuestre que en el problema de la ruina del jugador, si a + b > 3,
entonces Q' no es numerable.

EJERCICIO 5.4. Demuestre que en el problema de la ruina del jugador, Z{weﬂp} p(w) =
1.

9Este problema fue propuesto a C. Huygens por P. Fermat en junio de 1656.
0Este problema fue propuesto por C. Huygens en su libro (I7])-
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EJErcICIO 5.5 (Problema de los N jugadores). N jugadores, Ai,As, ..., Ay,
compiten por parejas de tal manera que en cada competencia cada uno de ellos tiene

una probabilidad de ganar igual a L. Primero A, compite contra Ay vy el ganador

2
compite contra As; el nuevo ganador compite contra A4, etc. El ganador del juego es

el primer jugador que logre vencer a los otros N —1 jugadores de manera consecutiva.

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como la realizacion
de una sucesion de ensayos de Bernoulli By, Bs, . .., en donde By es éxito si el jugador
P gana la primera partida y, para i > 1, B;yq1 es éxito si el jugador que gand la i-
ésima partida gana también la que sigue. Con estas convenciones, el juego se termina
en el momento en que se obtienen, por primera vez, N — 2 éxitos después del primer
eNsayo.

El espacio muestral ) de € puede descomponerse en dos subconjuntos QF y Q! en
donde QF es el conjunto de resultados de las sucesiones finitas de ensayos de Bernoulli
que terminan con la primera ocurrencia de N — 2 éxitos consecutivos después del
primer ensayo y QL es el conjunto de resultados de las sucesiones infinitas de ensayos
de Bernoulli para las cuales nunca se obtienen N — 2 éxitos consecutivos después del
primer ensayo. Como antes, cada elemento de QF puede representarse mediante una
sucesion finita (sy,52,...,5,) de 0’s y 1’s y cada elemento de Q' puede representarse
mediante una sucesion infinita (sy,S2,...) de 0’s y 1’s, en donde s; = 0 y s; = 1
representan, respectivamente, un fracaso y un éxito en el i-ésimo ensayo. Ademds, si

w=(81,...,8,) es una coleccion finita de 0’s y 1’s, definimos p(w) = 2%

Demuestre que:

a) Si N > 4, entonces Q! no es numerable.

b Y pw) =1
wer

EJERCICIO 5.6. Dos personas, A y B, quedan de verse en un determinado lugar a las
12 hrs. Cada una de ellas llega al lugar de la cita en un tiempo al azar entre las 12
y las 12 : 30 hrs. Una vez que llega al lugar de la cita, la persona A estd dispuesta a
esperar a lo mas 5 minutos a que lleque la persona B, mientras que la persona B estd
dispuesta a esperar a la persona A a lo mds 10 minutos. ;Cudl es la probabilidad de
que las 2 personas se encuentren?

EJERCICIO 5.7. En una parada, el primer autobis del dia pasa en un tiempo al azar
entre las 7 : 00 y las 7 : 15 hrs. St una persona llega a la parada en un tiempo al azar
entre las 7 : 10 y las 7 : 15 hrs., jcudl es la probabilidad de que la persona lleque a la
parada antes que el primer autobis del dia?

EJERCICIO 5.8. Para ir de una parte de la ciudad a otra, una persona puede tomar
cualquiera de dos transportes, los cuales siguen rutas distintas, identificadas con las
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letras A y B. Los transportes que siguen la ruta A salen cada 15 minutos comenzando
a las 7 de la manana, los que siguen la ruta B salen también cada 15 minutos pero
comienzan a la 7 : 05 de la manana. La persona en consideracion llega siempre al
wmicto de las rutas en un tiempo al azar entre las 7 y las 8 de la manana y toma el
primer transporte que salga después de su llegada. ;Cudl es el porcentaje de veces en
que la persona toma el transporte que sigue la ruta A?

EJERCICIO 5.9. Sea Aj, As, ... una coleccion de eventos tales que P(A,) = 1 para
cualquier n € N. Demuestre que P ([, —, An) = 1.

EJjercicio 5.10. Sean Aq, As, ... y By, Bs, ... dos colecciones de eventos tales que:
limy,.00 P(A,) =1 y limy,.oo P(B,) = p.

Demuestre que lim,,.... P(A, N B,) = p.

EJERCICIO 5.11. Demuestre las proposiciones 5.41, 5.42 y 5.43.

EJERCICIO 5.12. Demuestre la proposicion 5.46.

EJERCICIO 5.13. Demuestre las proposiciones 5.69 y 5.70.

EJERCICIO 5.14. Demuestre el corolario 5.72.
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CAPITULO 6

VARIABLES ALEATORIAS

La Matemdtica es el arte de dar el mismo nombre a di-
ferentes cosas. La Poesia es el arte de dar diferentes
nombres a la misma cosa.

Jules Henri Poincaré

En la ciencia uno trata de decir a la gente, de una ma-
nera que sea entendido por cualquiera, algo que nadie
nunca conocid antes. Pero en la poesia, es exactamente
lo opuesto.

Paul Dirac

Es cierto que un matemdtico que no tiene algo de poeta
nunca serd un perfecto matemdtico.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass

En todo este capitulo se asume que se tiene un espacio de probabilidad (€2, S, P)
correspondiente a un determinado experimento aleatorio.

Dados los conjuntos €2, E, F1, ..., E,, las funciones X : Q— E, X, : Q— FEy,..., X, :
Q+— E, ylos conjuntos B C E, B; C Ey, ..., B, C E,, denotaremos por [X € BJ al
conjunto {w € Q: X(w) € B} y por [X; € By,..., X, € B,] a la interseccién de los
conjuntos {w € Q : Xi(w) € By}, parak € {1,...,n}. También, si A C Fy X...x E,,
denotaremos por [(X,...,X,) € A] al conjunto {w € Q: (X;(w),..., X, (w)) € A}.

169
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En el caso en que B sea un intervalo de la forma [a, b], también se utilizard la notacién
[a < X < b] para el conjunto [X € BJ, con la desigualdad estricta si el intervalo es
abierto en el extremo correspondiente. Para los intervalos infinitos se utilizard una
notacién similar, por ejemplo, si B = (—00, b], denotaremos por [X < b| al conjunto
X € B].

En lo que sigue se hara referencia a los conjuntos y funciones borelianas, conceptos
que fueron estudiados en la seccién 5.7.

6.1. Variables aleatorias reales

En ocasiones, dado un experimento aleatorio, estamos interesados en alguna carac-
terfstica numérica del resultado que se obtiene, por ejemplo, al considerar el lanza-
miento de un par de dados, pudiéramos estar interesados no en el resultado especifico
que se obtiene con cada dado sino en la suma de ellos. El valor numérico que se
obtiene depende del resultado especifico del experimento, de manera que la carac-
teristica numérica de interés puede representarse mediante una funcién X : Q — R.
Ahora bien, como el valor de X depende del resultado del experimento, antes de
realizar éste, no se conoce su valor, pero, como se tiene definida una funcién de pro-
babilidad, dado un conjunto B de mimeros reales es posible calcular la probabilidad
del conjunto [X € B] siempre que éste represente un evento. Es por esto que no toda
funcién X :  — R se considera una variable aleatoria, para que lo sea se requiere que
los conjuntos [X € B] representen eventos para una familia suficientemente grande
de subconjuntos B de niimeros reales.

DEFINICION 6.1 (Variable aleatoria real). Se dice que una funcion X : Q +— R es
una variable aleatoria real si [X < x| € S para cualquier x € R.

EJEMPLO 6.2. En los siguientes casos, X es una variable aleatoria:

(i) Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar una bola de una
urna, la cual contiene N bolas numeradas del 1 al N, y X es el nimero de
la bola seleccionada.

(ii) Un experimento aleatorio consiste en tomar una muestra aleatoria con reem-
plazo de tamano n de una urna, la cual contiene r bolas rojas y b bolas
blancas, y X es el nimero de bolas blancas en la muestra.

(iii) Un experimento aleatorio consiste en lanzar 3 dados y X es la diferencia
entre el mayor y el menor de los nimeros que se obtienen.

(iv) Un experimento aleatorio consiste en lanzar una moneda indefinidamente y
X es el nimero de caras que se obtienen antes de la primera cruz.

(v) Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar un nimero del intervalo
(0,1) y X es el nimero que se obtiene.
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(vi) Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar un nimero del intervalo
(0, N) y X es la parte entera del nimero que se obtiene.

A

Obsérvese que si A es un evento, entonces I4 es una variable aleatoria y, en el caso
de un espacio muestral finito, cualquier funcién X : €2 — R es una variable aleatoria.

PROPOSICION 6.3. Sea X una variable aleatoria real, entonces [X € B] € & para
cualquier boreliano B de R.

Demostracion

Sea H = {B C R: B es boreliano y [X € B] € S}, entonces H es una o-édlgebra de
subconjuntos de R que contiene a los intervalos de la forma (—oo,z], por lo tanto
contiene a todos los borelianos de R, ya que, de acuerdo con la definicién 5.40, la
o-dlgebra de los conjuntos borelianos en R estd generada por los intervalos de ese
tipo.

PROPOSICION 6.4. Sean X yY dos variables aleatorias reales, entonces [(X,Y) € B] €
S para cualquier boreliano B de R2.

Demostracion

Sea H={B CR?: B es boreliano y [(X,Y) € B] € S}, entonces H es una o-dlgebra
de subconjuntos de R? que contiene a los rectdngulos de la forma (—oo, x] X (—o0, ],
por lo tanto contiene a todos los borelianos de R?, ya que, de acuerdo con la definicién
5.55, la o-slgebra de los conjuntos borelianos en R? est4 generada por los rectdngulos
de ese tipo.

PrROPOSICION 6.5. Sea X wuna variable aleatoria real y f : R — R una funcion
boreliana, entonces f(X) es una variable aleatoria real.

Demostracién
Sea B un boreliano de R, entonces f~!(B) es boreliano, asf que:

[f(X)eB]=[XefYB)]eS

PROPOSICION 6.6. Sean X y Y dos variables aleatorias reales y f : R? — R una
funcion boreliana, entonces f(X,Y) es una variable aleatoria real.
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Demostraciéon

Sea B un boreliano de R, entonces f~!(B) es boreliano de R?, asf que:

[f(X,Y)eB]=[(X.Y)e [T(B) €S

COROLARIO 6.7. Sean X yY dos variables aleatorias reales y a, b, € R con o > 0,
entonces aX + b, | X|*, X +Y, XY, méx(X,Y) y min(X,Y) también son variables
aleatorias reales.

PROPOSICION 6.8. Sea B la o-dlgebra de Borel en R y X una variable aleatoria real.
Entonces la funcion puy : B — R definida por iy (B) = P[X € B] es una medida de
probabilidad.

Demostracion
Obviamente py(R) =1y puy(B) > 0 para cualquier B € B.

Sea Bi, Bs, ... una coleccion finita o infinita numerable de conjuntos borelianos ajenos
por parejas, entonces los eventos P [X € B;], P[X € By],... son mutuamente ex-
cluyentes, asi que :

,uX(UkBk) =P [X - UkBk] = P(Uk [X - Bk])

= EkP [X € Bi] = Zk tix (Br)

Por lo tanto, puy es o-aditiva.

El uso explicito del concepto de variable aleatoria real, como fue definido arriba,
es relativamente reciente, se dio dnicamente a partir de fines del siglo pasado. Sin
embargo, implicitamente se han estudiado variables aleatorias casi desde el inicio del
Célculo de Probabilidades como disciplina matemaética. Para ser méds precisos, ya el
trabajo de Christiaan Huygens del ano 1657 contiene problemas relativos a variables
aleatorias. A medida que se desarrollé la Teoria de la Probabilidad el concepto de
variable aleatoria, implicito en muchos problemas, se fue convirtiendo en uno de los
conceptos fundamentales.

6.2. Funciones de distribucion

Decir que una variable aleatoria puede tomar como valor uno de un conjunto de
posibles valores no nos da mucha informacién pues, como puede verse en los ejemplos,
diferentes variables aleatorias pueden admitir el mismo conjunto de posibles valores.
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Realmente lo que nos interesa de una variable aleatoria es el valor que va a tomar
en un experimento y no unicamente el conjunto de sus posibles valores; sin embargo,
esto no podemos conocerlo antes de realizar el experimento. Es por esto que lo maés
importante de una variable aleatoria es la informacién sobre las probabilidades con
que puede tomar sus diferentes posibles valores. Esta informacién es la que nos da la
funcién de distribucién, concepto que se define a continuacion.

DEFINICION 6.9 (Funcién de distribucién). Si X es una variable aleatoria real,
la funcion Fx : R — R, definida por Fx(x) = P[X < x|, es llamada la funcion de
distribucion de X.

EJEMPLO 6.10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar una bola de
una urna, la cual contiene N bolas numeradas del 1 al N, y X es el numero de la
bola seleccionada, entonces:

0 stx <1
Fx(2) = L[] size[LN)
1 six >N

en donde [[x]] es la parte entera de x.

EJEMPLO 6.11. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar un nimero del
intervalo (0,1) y X es el nimero que se obtiene, entonces:

0 stx<0
Fx(x)=4 x sixzel0,1)
1 stz>1

EJEMPLO 6.12. Un experimento aleatorio consiste en lanzar una moneda indefinida-
mente y X es el nimero de caras que se obtienen antes de la primera cruz, entonces:
0 stz <0 0 six <0

Eﬂé# stz >0 1-— stz >0

_1
oll=]]+1
en donde [[x]] es la parte entera de x.

PROPOSICION 6.13. Sea X una variable aleatoria real y F'x su funcion de distribucion,
entonces:

(i) Fx es una funcion mondtona no decreciente y continua por la derecha.
(ii) imye oo Fix(z) =1
(ili) lmye, oo Fix(x) =0

Demostracion

i. Sea (x,) una sucesién monétona decreciente tal que lim,, ..o, , = x, entonces:
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Fx(z+) = lmye.00 Fx(2,) = iMoo P[X < z,] = P, [X < z,]]

= P[X <z| = Fx(z)

ii. Sea (x,) una sucesiéon mondétona creciente tal que lim,, ..o, x,, = 00, entonces:
im0 Fx (2,) = limy0o P[X <z, = PIU (X <z,]]=P[Q =1

ii. Sea (x,) una sucesién mondtona decreciente tal que lim,,.. ., z, = —oo, entonces:

im0 Fx (2,) = limyenoo P[X < z,) = P, [X <2,)]] =P[0] =0

DEFINICION 6.14 (Funcién de distribucién). Se dice que una funcion F : R — R
es una funcion de distribucion si satisface las propiedades i, it y ii1 de la ltima
Proposicion.

Como se ilustra en los ejemplos, la funcién de distribucién de una variable aleatoria
real no siempre es una funcién continua. La continuidad o discontinuidad de una
funcién de distribucién en un punto = depende del valor de P [X = z].

PROPOSICION 6.15. Sea X una variable aleatoria real y Fx su funcion de distribucion,
entonces, para cualquier x € R, se tiene Fx(v—) = P[X < z].

Demostracién
Sea xr € Ry (xn) una sucesién monétona creciente tal que lim,,..o, z,, = x, entonces:

Fx(z—) =lmye.co Fx(2,) =m0 P[X < z,] =P~ [X <z,)] = P[X < z]

COROLARIO 6.16. Sea X una variable aleatoria real y Fx su funcion de distribucion,
entonces:

Fx(z) — Fx(z—) = P[X =z
Demostracion

Fx(z) — Fx(z—)=P[X <z|]- P[X <z]=P[X = 1]

6.3. Clasificacion de variables aleatorias

LEMA 6.17. St F' : R — R es una funcion mondtona no decreciente, entonces el
conjunto de puntos en los cuales F' es discontinua, es finito o infinito numerable.
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Demostracién
Sea D el conjunto de puntos en donde F' es discontinua, entonces:
D={zeR:F(z+)— F(z—) > 0}

Fijemos m € N y definamos A = F(m) — F/(—m). Entonces, para cada n € N, el
conjunto

Dy ={z € (-m,m): Fla+) - F(z—) > 4}

tiene a lo més n — 1 elementos pues, si hubiera n nimeros reales distintos, z1, ..., x,,
pertenecientes a D", se tendria:

A=F(m)—F(=m)> Y0 [Flopt) — Flap—)] > 24 = A
Por lo tanto, el conjunto D™ = {z € (—m,m) : F(z+) — F(z—) >0} = J,, D"
es finito o infinito numerable.

Asi que, D = |J,-_, D™ también es finito o infinito numerable.

COROLARIO 6.18. El conjunto {x € R: P[X = x| > 0} es finito o infinito numerable.

Demostracion

De acuerdo con la proposicién 6.16, la funcién de distribucién de una variable aleatoria
real X es discontinua en un punto z si y sélo si P[X = z| > 0, de manera que el
resultado se sigue inmediatamente del lema 6.17.

Sea X una variable aleatoria y definamos:
D={xeR:P[X =z >0}

C={reR:P[X=zx]=0}

p=P[X € D]

Entonces, de acuerdo con la tltima proposiciéon, D es numerable.

Las variables aleatorias se clasifican de acuerdo al valor de p. Si p = 0, diremos que
la variable aleatoria es continua, si p = 1 diremos que es discreta. Cuando 0 < p < 1,
se tiene P[X € D] > 0y P[X € C] > 0, de manera que se puede decir que, en ese
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caso, la variable aleatoria tiene una parte discreta (la que corresponde al conjunto D)
y una parte continua (la que corresponde al conjunto C).

DEFINICION 6.19 (Variable aleatoria continua). Se dice que una variable aleatoria
es continua si su funcion de distribucion es continua.

Obsérvese que una variable aleatoria X es continua si y sélo si P [X = z] = 0 para
cualquier z € R.

Entre las funciones continuas F' : R — R, son de particular importancia aquellas de
la forma F'(x f f(y)dy para alguna funcién integrable f. Este tipo de funciones
continuas son llamadas absolutamente continuas.

DEFINICION 6.20 (Variable aleatoria absolutamente continua). Se dice que la
funcion de distribucion Fx de la variable aleatoria X es absolutamente continua st
existe una funcion boreliana no negativa fx : R — R, integrable, tal que:

f fx(y)dy para cualquier z € R.

En este caso se dice también que la variable aleatoria X es absolutamente continua y
la funcion fx es llamada una funcion de densidad de X.

Cuando existe una funcién de densidad de una variable aleatoria continua X, ésta no
es unica. En efecto, dada una de ellas, se puede, por ejemplo, modificar su valor en
un nimero finito de puntos y la nueva funcién que se obtiene sigue siendo una funcién

de densidad de X.

Dado z € R, definamos A = (—o0, z]. La propiedad que caracteriza a una funcién de
densidad de X se puede escribir entonces de la siguiente manera:

PXEA fAfX

Cabe entonces preguntarse si esta propiedad puede extenderse a una familia méds
grande de conjuntos A.

La integral de Riemann presenta limitaciones para el tratamiento de las probabilidades
P[X € A] como integrales [ 1 [x(y)dy pues la integral puede no estar definida atin
cuando la probabilidad P [X € A] silo esté. Por ejemplo, si fx es positiva y constante
en un intervalo (a, b) y A es el conjunto de nimero racionales en ese intervalo, entonces
P[X € A] =0, pero la integral [, fx(y)dy = f I4(y)fx(y)dy no estd definida como
integral de Riemann pues el producto /4 fx es una fun(Jlon discontinua en todos los
puntos del intervalo (a, b).
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Lo més adecuado para tratar las probabilidades P [X € A] como integrales [, fx(y)dy
es utilizar la definicién de Lebesgue de la integral, tema que se desarrolla en el
Apéndice.

PROPOSICION 6.21. Sea X wuna variable aleatoria absolutamente continua y fx una
funcion de densidad de X. Entonces P[X € B] = [, 5 [x(z)dx para cualquier conjunto
boreliano B.

Demostracion

Sea B la o-dlgebra de Borel en R y definamos la funcién p : B +— R de la siguiente
manera:

B) = [ fx(x)dx
Obviamente u(R) =1, uy(B) > 0 para cualquier B € By p es finitamente aditiva.

Sea Bj, Bs, ... una sucesién monétona no decreciente de conjuntos borelianos, en-
tonces la sucesién de funciones Ip, fx es monétona no decreciente, asi que por el
teorema de la convergencia monétona, se tiene:

WU, By) = fugf:an fx(z)dz = fR [U%‘;an(x)fX(m)dm

= Jplimy.oo I, (2) fx (2)dz = MMy o [ IB, (7) fx (2)dz

= lim,, .o an fx(z)dx = lim,,..o p(By)

Asi que i es o-aditiva y, por lo tanto, es una medida de probabilidad.

Por otra parte, por la proposicién 6.8, la funcién py : B — R, definida por puy(B) =
P [X € B] es una medida de probabilidad.

Ademis:
para cualquier x € R

Asf que, por la proposicién 5.39, uy(B) = p(B) para cualquier B € B, lo cual prueba
el resultado.

La continuidad absoluta de una variable aleatoria puede establecerse aplicando el
siguiente resultado, el cual es un corolario del Teorema Fundamental del Célculo:
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LEMA 6.22. Sea F : R — R wuna funcidn de distribucion continua. Sean a =
inf{z e R: F(z) >0} yb=sup{x € R: F(z) <1}, y supongamos que la derivada
F' de F existe y es continua en el intervalo (a,b) de tal manera que cuando a (resp.
b) es finito, F' se puede extender continuamente a a (resp. b), entonces la funcion
f R — R definida por:

| F'(z) size(ab)
fx) = { 0 en otro caso
es una funcion de densidad de F.

PROPOSICION 6.23. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua y fx una
funcion de densidad de X, entonces:

(i) fx(z) > 0 para cualquier x € R.
(i) J°o fx(a)dz =1

Demostraciéon

La primera propiedad es parte de la definicién de funcién de densidad. Para la
segunda, se tiene:

ffooo fx(x)de = limy,..» ff’oo fx(x)de =1lmy. .o Fx(y) =1
| ]

DEFINICION 6.24 (Funcién de densidad). Se dice que una funcion boreliana f :
R — R es una funcion de densidad si satisface las propiedades i y ii de la ltima
Proposicion.

EJEMPLO 6.25. Las siguientes son funciones de densidad:

f2) = { (n+1)2" siz € (0,1)

0 en otro caso

en donde n es un entero mo negativo.

o) = { (n—1az™" sixz € (1,00)

10 en otro caso
en donde n € {2,3,...}.

siz e (0,1)
six € (2,3)
six € (4,5)
en otro caso

fx) =

O o=
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e ™M sixz >0
fla) = { 0 en otro caso

en donde A > 0.
flz) = \/%e_%ﬂ para cualquier v € R.

DEFINICION 6.26 (Variable aleatoria discreta). Se dice que una variable aleatoria
real X es discreta si existe una coleccion finita o infinita numerable de nimeros reales,
T1,Z2,. .., tales que P [X = xy] > 0 para cualquier xy, y Y, P[X = xx] = 1. En este
caso, diremos que el conjunto Vx = {x1,z9,...} es el conjunto de posibles valores de

X.

EJEMPLO 6.27. Si Ay, As, ... es una coleccion finita o numerable de eventos mutua-
mente excluyentes y aq,asq, ... son niumeros reales arbitrarios, entonces la funcion
X =), arla, es una variable aleatoria discreta.

En particular, Si A es un evento, entonces X = I, es una variable aleatoria discreta.

A

El ejemplo anterior da béasicamente la forma general de una variable aleatoria discreta
X pues si Vx = {x1,x9,...} es su conjunto de posibles valores y definimos Y =
>k Tel[x=z,], entonces P[X =Y] = 1.

PROPOSICION 6.28. Sea X wuna variable aleatoria discreta, entonces la probabilidad
de que X tome un valor finito es igual a 1.

Demostracién

Sea Vx = {1, xs,...} el conjunto de los posibles valores de X, entonces:
PIXEVY=1-P[XEVx]=1-3, P[X =a1] =0

Por lo tanto:

P[X <] =P[X <00, X € Vx]+ P[X < 0, X € V]
—PXeVx|=%,PX=m]=1

DEFINICION 6.29 (Funcién de densidad de una variable aleatoria discreta).
Sea X wuna variable aleatoria discreta. La funcion fx : R — R definida por f(z) =
P [X = z] es llamada la funcion de densidad (o funcion de probabilidad) de X .

La definicién 6.26 implica inmediatamente el siguiente resultado:
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PROPOSICION 6.30. Sea X wuna variable aleatoria discreta y fx su funcion de densi-
dad, entonces:

(i) 0< fx(z) <1
(ii) Eziste un conjunto finito o infinito numerable D tal que fx(x) > 0 para
cualquier v € D y > . fx(z) = 1.

DEFINICION 6.31 (Funcién de densidad discreta). Se dice que una funcion f :
R — R es una funcion de densidad discreta si satisface las propiedades i y it de la
ultima proposicion.

EJEMPLO 6.32. Las siguientes son funciones de densidad discretas:

_Joer® size{0,...,N}
flz) = { 0 en otro caso

donder >0, NENyec= —xt— = N%H str=1
en aonae r , yc_ZiV:or“_ —r sir#£1

1—rN+1

f(x):{ ar® size{0,1,...}

0 en otro caso

endond60<r<1yc:ﬁ:1—r.
x=0

erVe® six e N
0 en otro caso

flx) =

1

endondeO<r<1yc:W.

f(:v):{ < sizxeN

X
0 en otro caso

en donde k € {2,3,...} yc= == :%.

r=1 ;2

1 .

_ m SZ.TEN
f(x) { 0 en otro caso
f(x)—{i siz=2F keN

2k
en otro caso

W Slx:2k,k€N

fla)=q 1= e siz=0
0 en otro caso
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f(x):{ N iz e{0,1,...}

0 en otro caso

en donde A > 0.
A

Una variable aleatoria real no necesariamente cae en una de las dos categorias definidas
arriba. En general, dada una variable aleatoria X, existe un conjunto finito o infinito
numerable D tal que P[X =z] > 0 para cualquier z € D, P[X =z] = 0 para
cualquier ¢ Dy > ., P[X =2 < 1. Cuando )  _, P[X = x| = 1, la variable
aleatoria es discreta, mientras que cuando D = (), la variable aleatoria es continua.
Pero, si D # 0y > ,.p P[X =x] < 1, la variable aleatoria no es ni discreta ni
continua.

EJEMPLO 6.33. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion dada por:

0 stx <0
Fx(z)=¢ 1—e™ si0<z<1
1 stx > 1

entonces P[X =1] = e ' y P[X =x] = 0 para cualquier x # 1, de manera que X
no es ni discreta ni continua.

A

Como ya lo mencionamos, una variable aleatoria real no necesariamente es discreta
o continua, pero, lo que si se puede afirmar es que toda funcién de distribucién tiene
una parte de saltos y una parte continua, lo cual hace que se pueda decir que toda
variable aleatoria estd compuesta por una parte discreta y una parte continua. Este
resultado se prueba a continuacion:

PROPOSICION 6.34. Sea f una funcion de densidad discreta y definamos la funcion
F :R — R de la siguiente manera:

F(z) = Z{yER:yéﬂc,f(ybO} f(y)

Entonces F' es una funcion de distribucion y F(x—) =31 croyea >0y L )-
Demostracién

I estd bien definida ya que la serie }( p (,)~01 f(y) es convergente. Ademds, ob-
viamente es una funcién monétona no decreciente.

Sea D ={y € R: f(y) > 0} y, para cada = € R, definamos D, ={y € D : y < z}.
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Si x,, es una sucesion creciente que tiende a oo, se tiene U, D, = D, asf que:
im0 F(25) = im0 ZyeDzn fly) = ZyED fly) =1

Si x,, es una sucesion decreciente que tiende a —oo, se tiene N° D, = O, asi que:
Hmnwoo F(In) = h/mnww Z{yeD:nyn} f(y) =1- h/mnwoo Z{yeD:y>xn} f<y>

=1- 1ﬁnnwoo ZyED—Dwn f(y) =1- ZyeD f(y) =0

Si x,, es una sucesion decreciente que tiende a x, se tiene No° D, = D, asf que:
im0 F1(70) = 1My oo Z{yeD:ygxn} fly) =1—lim, .. Z{yED:y>xn} f(y)
=1—lim,.. ZyeD—Dwn fly)=1- ZyeD—Dw fly)=1- Z{yeD:y>x} fly) = F(z)
Por lo tanto, F' es continua por la derecha.

Si z,, es una sucesion creciente que tiende a x, se tiene U, D, = {y € D :y < x},
asi que:

My, 0 F(2,) = im0 ZyEDzn fly) = Z{yeD:y<ﬂ:} fly) = Z{yERiy<xvf(y)>0} )

DEFINICION 6.35 (Funcién de distribucién discreta). Se dice que una funcion
F: R+~ R es una funcion de distribucion discreta si existe una funcion de densidad
discreta f tal que:

F(z) = Z{yGR:ySw,f(y)>0} f@)

para cualquier x € R.

PROPOSICION 6.36. Sea X una variable aleatoria tal que:
0 <X fperpix—apsop P X = 2] <1
entonces su funcion de distribucion Fx puede expresarse en la forma:
Fx =aF{+(1—a)F%

en donde o € (0,1), F es una funcion de distribucion discreta y F es una funcion
de distribucion continua. Ademdas, esta descomposicion es unica.

Demostracion

Sea a =) 1 cp.pix—s>0y I [X = 2], entonces la funcién f : R — R definida por:



6.3. CLASIFICACION DE VARIABLES ALEATORIAS 183
1
flz) = SP[X = 1]

es una funcién de densidad discreta. Por lo tanto, la funcién F¢ : R +— R definida
por:

Fj‘é (x) = Z{yER:ySmJ(ybO} f(y)
es una funcién de distribucién discreta.

Definamos F de la siguiente manera:

11—«
Se tiene
limy..oo F§(x) = ﬁ [h’maMOO Fx(z) — alim,.. Fj‘é(x)}
= (1-a)=1
My oo Fi5(2) = 7= [impe oo Fx (2) — alimye. o F(z)] =0

Si z < y entonces:

[Fx(y) — aF%(y)] — [Fx(z) — aFg(z)]

= [Fx(y) = Fx(2)] — a [F(y) — F{()]

= [Fx(y) = Fx(@)] — a X 1 cracacy f()>0y / (2)
=Pl <X <y] = X eracscypixssop L [X =21 20
Asi que F§(x) < F§(y).

[Fx(24) — aF¢(a+)] — [Fx(z) — aFg(x)]

= [Fx(a+) — Fx(2)] — a [FR(z+) = F{(2)] =0
Asf que F§ es continua por la derecha.

[Fx (@) = aF§(2)] = [Fx (=) — aFg(z—)]

= [Fx(z) — Fx(z=)] — a [F§(2) — F§(z—)]
=P[X=z2]-P[X=2z]=0

Asf que F§ es continua por la izquierda.
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Por lo tanto, F'; es una funcién de distribucién continua.

Para la unicidad, sea Fx = 3F¢+ (1 — ) F° otra descomposicién. Se tiene entonces:
aFdt +(1—a)F§=pF'+(1—p)F°

aF¢ — BF = (1-B) F*— (1—a) F§

af(z) = Bg(z) =0

f(z) = Lg()

Astque £ =1y f =g. Porlo tanto F'{ = F?y F§ = F°. "

COROLARIO 6.37. Sea X cualquier variable aleatoria, entonces su funcion de dis-
tribucion Fx puede expresarse en la forma:

Fx =aF{+(1—-a)F%

en donde o € [0,1], F¢ es una funcion de distribucion discreta y F es una funcion
de distribucion continua.

Demostraciéon

Sio< > (zeR:P[X=2]>0} P X = z] < 1, consideramos la descomposicién de la proposi-
cién anterior.

Si > ek pix—as0y P [X = 2] = 1, tomamos a = 1, Fl=FyyF$=0.

Si > uerpix—sp>0y P [X = 7] = 0, tomamos o = 0, Fl =0y Fg = Fy.

6.4. Independencia de variables aleatorias

DEFINICION 6.38 (Independencia de variables aleatorias). Se dice que n varia-
bles aleatorias, X1, ..., X,, son independientes si para cualquier coleccion de subcon-
juntos borelianos de niumeros reales, Ay, ..., A,, se tiene:

Obsérvese que la condiciéon de independencia de Xj,..., X, equivale a pedir que,
para cualquier coleccién de subconjuntos de nmimeros reales, Ay, ..., A,, los eventos
(X7 € Ay, ..., [X, € A,] son independientes.
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PROPOSICION 6.39. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias independientes, entonces
cualquier subcoleccion de ellas, X;,,..., X, , es también una familia de variables
aleatorias independientes.

Demostracion

Sean A, ..., A;, subconjuntos borelianos de R y, para j € {1,...,n} — {i1,..., i},
definamos A; = R, entonces:

P[Xi € Aiy,..., X, €A ] =P[X1 € Ay,... X, € A)]
= P[X,€ A]---P[X, € A, = P[X;, € A)]--- P[X,, € Ay,

]
PROPOSICION 6.40. Sean X4, ..., X, n variables aleatorias independientes y f1, ..., fn
n funciones borelianas de R enR. Entonces las variables aleatorias fi(X1), ..., fu(Xn)
son independientes.
Demostracién
Sean Ai,..., A, subconjuntos borelianos de R, entonces f; *(A;),..., f,(A4,) son
también subconjuntos borelianos de R, asi que:
P [fl(Xl) € Ala s 7fn(Xn) € An] =P [Xl € ff1<A1)a s 7Xn € fn_1<An):|

u
PROPOSICION 6.41. Sean Xy, ..., X, Xui1, .-, Xpnem 1+ m variables aleatorias in-

dependientes y f : R" — R y g : R™ +— R dos funciones borelianas. Entonces, las
variables aleatorias f(Xi,..., X)) v 9(Xni1, -+, Xonsm) son independientes.

Demostracion

Sea G la familia de subconjuntos B C R™ tales que:
P[(Xy,..., X)) €I,(Xos1, -, Xoim) € B]
=P[(Xy,...,X,) €[] P[(Xns1,s -y Xpm) € B
para cualquier intervalo I de R™.

G es entonces un d-sistema que contiene a los rectdngulos de R™, asi que, por el
teorema 5.38, G contiene a todos los borelianos de R™.

Sea H la familia de subconjuntos A C R" tales que:
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P[(Xy,...,X,) € A, (Xos1, -, Xpem) € B]
=P[(Xy,...,X,) € A P[(Xpni1s- -y Xnam) € B

para cualquier boreliano B de R™.

‘H es entonces un d-sistema que contiene a los rectdngulos de R", asi que, por el
teorema 5.38, H contiene a todos los borelianos de R™.

Por lo tanto:

P[(Xy,....X,) € A (X1, -, Xpym) € B]

=P[(Xy,...,X,) € A P[(Xpni1s- -y Xpam) € B

para cualquier pareja de borelianos A y B de R™ y R™, respectivamente.

Sean C'y D subconjuntos borelianos de R, entonces f~!(C) y ¢g~*(D) son subconjun-
tos borelianos de R™ y R™, respectivamente. Por lo tanto:

PIf(X1,...,X,) € C.g(Xns1, ..o, Xnim) € D]
— P[(X1,...,X,) € FUO), (Xnits - Xnim) € g~ H(D))]

= P[(X1,..., X0) € fFHONP [(Xnga, - - Xngm) € g7H(D))]
=P[f(Xy,...,X,) € CIPg(Xns1, .-, Xpwm) € D]

Las definiciones y resultados de las siguientes dos secciones se utilizardn més adelante
para el estudio de las variables aleatorias.

6.5. Funcién gama

PROPOSICION 6.42. La integral [} t* ‘e 'dt es finita para cualquier o > 0.

Demostracion

Obsérvese que lim,..o t*Te™ = 0, asi que, existe K > 0 tal que t*Tle™® < 1 para
cualquier t > K. Por lo tanto:

[ to e tdt = [t A0 et < [ %At = - < o0

Adems4s:
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Jiftetetd < [ tedt = LR < o0

u
DEFINICION 6.43 (Funcién gama). La funcién I : (0,00) — R definida por I'(a) =
fooo to~letdt, cuya grifica se muestra a continuacion, es llamada la funcion gama.
PROPOSICION 6.44. I'(av + 1) = al'(«) para cualquier a > 0.
Demostracion
Integrando por partes se obtiene:
Dla+1)= [t tdt = o [ t* et dt = ol ()

]

COROLARIO 6.45. Sin es un entero positivo, entonces I'(n) = (n — 1)!

Por otra parte:
D) = [ betde = 2 [ ey

o0 2
Sea A= [ e dx, entonces:

A= [ e da] [ e dy] = 72, [ e e dady
Ahora, cambiando a coordenadas polares, se obtiene:

A? = fooo 027r re " d0dr = fooo ore " dr =

Por lo tanto:

ffooo e dy = N3

Asi que:

T =2[ e do=[" e®dz=/r

—00
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Mediante la funcién gama podemos expresar de otra forma de definicién de los coefi-
cientes binomiales (véase la seccién 3.4).

PROPOSICION 6.46. Sean z € R yn € {0,1,...}, entonces:

C(z+1)

P E— stm < z
() = (—1)"1;(;?(:?) siz<0
m—z]] F(z+1)T(m—2) (2)(1—(2)) .
() = r ey 5102 <m

en donde (z) representa a la parte decimal de z y [[m — z|] a la parte entera de m — z.
Demostracién

Para m = 0, de acuerdo con la definicién 3.11, (;) = 1 para cualquier z € R, asf que
el resultado se cumple trivialmente.

Si0<m < z, se tiene:

IF'z+1)=z2(z-1)---(z—m+1DI'(z—m+1)

Asi que:
(z) _ 2(z=1)(z=2)(z=m+1) _ I'(z+1)
m m! m!T'(z—m+1)

Siz <0< m,entonces 0 < m < m — 1— z, asf que, de acuerdo con la proposicién
3.12 y el resultado previo, se tiene:

(2) = (=Dm(" ) = ()" 5

Si 0 <z < m, se tiene:

Fz+1)=z2(z—1)---(1+ )T+ (2))
Dm — 2) = (m — 2 — 1)(m — 2 — 2) (2 — (=) T2 — (2))
— () () =) (= mt D 2= ()

Asi que:

( z ) _ z2(z—1)(2—2)---(z—m+1)

m m!

(_1)[[mfz]]F(z+1)F(m—z) () (1—(2))
m! T(1+(z))T'(2—(z))

6.6. Férmulas de Wallis y de Stirling

TEOREMA 6.47 (Férmula de Wallis). lim,,.. 1.3.3.52.;;.4(';7;6;615é?j‘f;gm1) =z
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Demostracién
Paran € {0,1,...}, sea S, = [? sen"zdx.

Como, para z € (0,%), 0 < senx < 1, la sucesién {S,} es mondtona decreciente y
S, > 0 para cualquier n.

Por otra parte, integrando por partes, se obtiene, para n > 2:

[ sen™xdx = —%sen”’lx cosx + "T_l [ sen™ 2xdx

Asi que:

S, = fog(senx)”dx =1 [sen" 2xdr = 1S,

Sn_ _ n+42 :
Por lo tanto, 5.5 = ny1 bara cualquier n.

Ademds, como la sucesién {5, } es mondtona decreciente, se tiene Ssnl >1ly 2 <

n—+ - Sn+1 -
Sn,
Sn+2

para cualquier n. Asfi que:

1 < Sn < Sn_ __ n_"l‘2

- Sn+l - Sn+2 n+1

Sn
Sn+1

Por lo tanto, lim,,..

También se tiene, para n > 1:

2n—1 2n—12n—3
S27’L = S2n—2 = S?n—4

2n 2n 2n-—2
.._ 213 1g _ 2123 1lx _ 135Gl
- ~ "2n 2n—2 220 7™ Ton 2n—2 22 7 246-(2n) 2
_ 2n _ 2n 2n—2

Sont1 = 2n+1 Son-1 = 2n+1 2n—1S2n—3
= — 20 2n-2  2g _ 20 2n-2 2 _ 246-(2n)
- ~ 2nF12n—1 321 7 2n412n—1 3 7 35-(2nt1)
Asf que:

Son  __ 1:3:3:5:5-(2n—1)(2n—1)(2n+1)

Sont1 2:2.4-4-6.6--(2n)2n) 2

Por lo tanto:

1-3-3-5-5--(2n—1)(2n—1) (2n+1)
2:2:4-4-6-6---(2n)2n)

T _ 11 Son  __
5 = im0 G = 1

lim,, o0

de lo cual se sigue el resultado.



190 6. VARIABLES ALEATORIAS

, 22n ’I'L'
COROLARIO 6.48. 1. o0 75 g,f JT
Demostracién
22n(n|) 22n(n|)2 22"(71!)2
@n)ly/n — 123-(2n)yn  1-35-(2n—1)-2-4-6(2n)v/n
— 22" (n)? 2"n! _ 246-(2n)
= 135-2n-1)nl2nyn  135-(2n—1)vn _ 135-(2n—1)yn
Asi que:
221 (nl)2 2 _ 2-2:4-4-6-6---(2n)2n) - 2:2.4-4-6-6--(2n)2n) i1
@n)lyn ) — 13355-2n—1)2n—1)m _ 1-3355--(2n—1)(2n—1)(2n+1) n

Por lo tanto, utilizando la férmula de Wallis, se obtiene:

, 22"(71!)2 - 2:2:4-4-6-6---(2n)2n) 2n41
limy, .00 <(2n)—.ﬁ> = Mo 13355 @D En-DEnT) n =7

de lo cual se sigue el resultado.

LEMA 6.49. Sea n € N, entonces %ln(l + %) = 2n1+1 + §(2n+1)3 + %(2ni1)5 + -

Demostracion

Desarrollando la funcién f(z) = In(1 + x) en serie de Taylor alrededor del cero, se
obtiene:

In(1+x)=z— 2>+ 2% — q2* + - -
In(l—2z)=—z— 42 — 2% — 32 —

Asi que:

s =1ln(l+2) —sIn(l —2) =z + 2% + 22 4 -

Tomando = = Tlﬂ, se tiene }f—i =1+ %, asi que:

s+ ) =55ty T

TEOREMA 6.50 (Férmula de Stirling). Sean € N, entonces n! = v/2wn"e "\/ne",
en donde 127;1 <6, < 12n

Demostracion

n! .
Sea ¢(n) = et entonces:
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o(n)  _ (1) HlelVadT _ \rkl
e(ntD) —  (nFDnivn (T+5)"2e

Asi que, utilizando el lema 6.49:

in £ = (D (14 2) -1

_ 1 11 11
=(2n+1) <2n+1 + 3 (2n+1)3 + 5 (2n+1)% + - ) -1

1 1 1 1 1 1
3?5t T iEnene T >0

(p“("éi)l) > 1 para cualquier n € N, lo cual significa que la sucesién {¢(n)}

es mondétona decreciente.

Por lo tanto,

Ademas:

11 11 11 1 1 1 1
3 (2n+1)2 + 5 (2n+1)3 + 7 (2n+1)8 T3 (2n+1)2 T (2n+1)1 T (2n+1)8 T ]

1 1 1 1

1
3

(@nt1)2—1 — 12n(n+1)  12n  12(nt1)

Por lo tanto, Inp(n) — &= < Inp(n + 1) — m para cualquier n € N, lo cual
significa que la sucesién {In ¢(n) — 5~} es monGtona creciente y entonces también la

sucesion {((n)e 1} es mondtona creciente.

También se tiene:

11 11 11 11 1 1
3 (2n+1)2 + 5 (2n+1)% + 7 (2n+1)8 o> 3 (2n+1)2 2 gl 12(n+1)+1

Por lo tanto, Inp(n) — ﬁ >Inp(n+1)—
1

significa que la sucesion {In (n) — -

. o1 , :
la sucesién {¢(n)e” 2+1} es mondtona decreciente.

—12(ni1) +7 bara cualquier n € N, lo cual

} es mondtona decreciente y entonces también

Sea A = lim,,.. (n), entonces:

lim,,.co p(n)e =i = Ay, como la sucesion {¢(n)e =7} es mondtona creciente,
@(n)e‘ﬁ < A para cualquier n € N. En particular, A > 0.

) 1 . 1 ) :

lim,,.0 p(n)e” 2241 = Ay, como la sucesién {¢(n)e” 2+1} es monétona decreciente,
_71 .

A < ¢(n)e” 12nt1 para cualquier n € N.

De las siguientes desigualdades:

p(n)e = < A< @(n)e*wiﬂ para cualquier n € N
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se sigue:

A1 < ¢(n) < Aet2n para cualquier n € N

Asi que:

W = ¢(n) = Ae’", en donde WIH <40, < ﬁ y A =1m, .. p(n) > 0.

Resta tinicamente probar que A = +/27. Para esto, se tiene:

©3(n) _ (2n)?"e"2"v2n  (n))2  _ 227(nD)2V/2
p(2n) (2n)! n2me=2np — (2n)l/n

Asi que, por el corolario 6.48:

A= AIQ = limy. pn) limy,. o 22(n2(+")\2/%/5 = V2

EJERCICIOS

EJERCICIO 6.1. Sea X wuna variable aleatoria continua. Exprese P[|X — 1| > 2| en
términos de la funcion de distribucion, Fx, de X.

EJERCICIO 6.2. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion dada por:

0 stx <0
122 siz € [0,1)

Fe(z)={ 3 sizell,2)
%(m—i—l) six € [2,3)
1 st >3

Encuentre a) P [+ < X < 2], b) P[X <1],¢) P[X=1] yd) P[X =1].

EJERCICIO 6.3. Dé un ejemplo que una funcion de distribucion discreta que sea es-
trictamente creciente.

EJERCICIO 6.4. Sea f la funcion definida por:

r+1 s —1<x<0
flz) =< 2x—6 si3<z<c
0 en otro caso

en donde c es una constante. a) Determine el valor de ¢ de tal manera que f sea una
funcion de densidad. b) Encuentre la funcion de distribucion correspondiente a f.
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EJERCICIO 6.5. Sea f la funcion definida por:

0 en otro caso

—2x) st r<3
f(x)_{C(a:Z” 2r) si0<z<3

en donde C' es una constante. sPodria ser f una funcion de densidad?

EJERCICIO 6.6. El volumen de ventas (en miles de galomes) por semana de una
estacion de gasolina es una variable aleatoria con funcidon de densidad dada por:

f(x):{ 51—2)* si0<wz<1

0 en otro caso

Si la estacion es abastecida de gasolina una vez por semana, ;cudl debe ser la capaci-
dad del tanque para que la probabilidad de que se rebase sea menor que 0.017

EJERCICIO 6.7. Una urna contiene n tarjetas numeradas del 1 al n. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar tarjetas al azar, una a una y con reemplazo, hasta
que se obtiene una tarjeta que ya se selecciond con anterioridad. Encuentre la funcion
de densidad de la variable aleatoria X definida como el nimero de tarjetas que son
seleccionadas en este proceso.

EJERCICIO 6.8. Muestre con un ejemplo que existen variables aleatorias X y 'Y tales
que X? y Y? son independientes, pero X y'Y no lo son.






CAPITULO 7

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Todo deberia hacerse tan simple como sea posible, pero
no mds simple.

Albert Einstein

7.1. Distribucién binomial

DEFINICION 7.1 (Distribucién binomial). Sin € N y p € [0,1], se dice que una
variable aleatoria X tiene distribucion binomial con pardmetros n y p st su funcion
de densidad estd dada por la formula:

fx(z) = { (Z)pm(l —p)"* sized{0,...,n}

0 en otro caso

El nombre binomial obedece a que los términos (Z) p*(1 —p)"~* son los del desarrollo
de (p+q)", en donde ¢ =1 — p.

La distribucién binomial surgié practicamente desde los inicios del Célculo de Pro-
babilidades, al considerarse el experimento aleatorio consistente en lanzar n veces un
dado y buscar la probabilidad de obtener una de las caras cierto nimero de veces. Se
encuentra por primera vez en el tratado sobre probabilidad de Jacques Bernoulli tit-
ulado “Ars Conjectandi”, el cual fue publicado postumamente en el ano 1713. Surge
ahf como solucién de un problema que plantea Christiaan Huygens en su libro, “De
ratiociniis in ludo ale”, el cual consiste en lo siguiente:

. Cudntas veces debe lanzarse un dado para que sea mds favorable obtener por lo
menos dos veces el nimero 67

Bernoulli planteé y resolvié la siguiente forma general del problema de Huygens:

195
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Supongamos que se tiene un dado con a = b 4 ¢ caras y que un jugador apuesta a
que, en n tiradas sucesivas del dado, obtendrd por lo menos m veces alguna de las b
caras del dado, jcudl es la probabilidad de que tal jugador consiga su objetivo?

Bernoulli resolvié este problema estableciendo primero que, el lanzar n veces uno de
tales dados es equivalente a lanzar una vez n dados con la misma configuracién. Al
lanzar n dados con a caras cada uno, hay a™ posibles resultados; de ellos hay c"
casos en los cuales no se obtiene alguna de las b caras con ninguno de los n dados;
ademds, hay b*c"* casos en que, con cada uno de k dados particulares, se obtiene
alguna de las b caras y en el resto se obtiene alguna de las ¢ caras. Habiendo un
total de (Z) maneras en que se pueden seleccionar k£ dados particulares de entre los
n, obtuvo entonces que de los a™ posibles resultados del lanzamiento de los n dados,
hay (Z) b¥c"* casos en los cuales el jugador obtiene k de las caras por las que ha
apostado; la probabilidad de que éste no consiga su objetivo estd dada entonces por:

< + (le) ber—1 + (;L) b2cn—2 4t ( n )bmflcn—qu

a™ a™ a™ m—1 am™

De manera general, la distribucién binomial se obtiene dentro del contexto de los
llamados ensayos de Bernoulli (ver seccién 5.1):

Supongamos que se realizan n ensayos de Bernoulli de tal manera que se satisfagan
las siguientes condiciones:

e Cada ensayo es independiente de los demsés.
e La probabilidad de éxito en cada ensayo es igual a una constante p.

Si definimos X como el nimero de éxitos que se obtienen en los n ensayos, entonces X
tiene distribucién binomial con pardmetros n y p. En efecto, para k € {1,...,n}, la
probabilidad de obtener k éxitos y n—k fracasos, en lugares fijos, es igual a p*(1—p)F,
y hay (Z) maneras en que se pueden seleccionar k lugares fijos para los éxitos, por
lo tanto, la probabilidad de obtener exactamente k éxitos en los n ensayos estd dada

por (;)p*(1—p)*.

Como vimos en el ejemplo 3.9, esta situacién se presenta de manera tipica en proble-
mas de muestreo con reemplazo. De manera especifica, cuando se toma una muestra
aleatoria con reemplazo de una poblacién formada por dos tipos de objetos, I y II,
la variable aleatoria X definida como el nimero de objetos de tipo I (o II), que se
obtienen en la muestra, tiene distribucién binomial.

PROPOSICION 7.2. Los términos t, = (Z)pk(l —p)k, de una distribucion binomial,
crecen con k hasta alcanzar su mdximo valor cuando np+p—1 < k < np+p, después
de lo cual decrecen con k.
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Demostracion
Para k € {0,...,n}, seaty = (Z)pk(l —p)"~k. Se tiene entonces, para k € {1,...,n}:
o1 (kﬁl)pk71qn7k+1 B kq

ty (Z)pkq”*k T (n—k+1)p

De manera que t;_1 <t si y sélo si kq < np — kp + p, es decir, k < np + p.
Para k € {0,...,n — 1}, se tiene:

k, n—k
b (et _ (k1)
tht1 (kil)p’“rlq"*“l (n—k)p

De manera que t;, > tj,1 siy sélosi kg+q > np—kp, es decir, kK > np—q =np+p—1.

A continuacién se presentan las graficas de algunas funciones de densidad tipo bi-
nomial. Con el objeto de visualizar mds facilmente la forma que adquieren, se han
trazado continuas, graficando la funcién f(z) = %px(l— p)" ", definida en
el intervalo [0, n]. Evidentemente, los valores de la funcién de densidad corresponden
uinicamente a los valores enteros comprendidos entre 0 y n inclusive.

oo
3
I
[a—y
\‘O
3
I
N |
3
I
[S—y
\.O
3
I
[SJEN

n =100, p= 5 n =100, p=2 n=100,p=1
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EjeEmpPLO 7.3. Una parte de un satélite estd compuesta por 10 componentes inde-
pendientes, de tal manera que dicha parte funciona tinicamente si por lo menos 6 de
sus partes funcionan. En un dia lluvioso cada una de las componentes funciona con

probabilidad p, = %, mientras que en un dia sin lluvia cada una de las componentes

funciona con probabilidad py = %. Suponiendo que la probabilidad de que manana

llueva es igual a %, scudl es la probabilidad de que la mencionada parte del satélite
funcione bien?

Solucion

Sea X el niumero de componentes que funcionan y definamos los eventos:
A: la parte funciona.

B: el dia es lluvioso.

Se tiene entonces:

P(A|B)=P(X 26|B) =352 (})p(1L - p)
P(A|B)=P(X>6]|B) =32, (Y)ph(1 —ps)'°

P(A) = P(A| B)P(B)+ P(A | B°)P(B°)

=1 X526 (NP0 = p) 7+ 3550 (7)1 = p2)' = 57555 = 0.78564

Obsérvese que, para i # j, los eventos, ‘la componente i funciona’ y ‘la componente
7 funciona’, no son independientes. En efecto, definamos los eventos:

C;: la componente j funciona.

Entonces:

P(C;) = P(C; | B)P(B) + P(C; | B)P(B) = 51 + 17 = 15
P(C;NC;)=P(C;NC; | B)P(B)+ P(C;NC; | BY)P(B) =
PCIP(E) = B2t = 2

Ast que, P(C; N C;) # P(C;)P(Cy).

Esto se puede explicar observando que st Cy ocurre, entonces la probabilidad de lluvia
disminuye, en efecto:
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mientras que:

__ P(C1B)P(B) _ 31 _ 2 _ 8
P(B|C’1)—W T =0 u

Esto hace que la probabilidad de que Cy ocurra se incremente, en efecto:

P(Cy) = 1t = 15

mientras que:

‘Hlm‘w
=

_ 31 _ 12

P(Ci1NC:
P(O2|Cl)zwz — 44— 176

P(C1)

=
(=}

A

La distribucién binomial es una de las distribuciones més importantes de la Teorfa de
la Probabilidad pues su estudio ha conducido a resultados fundamentales. Jacques
Bernoulli, ademés de ser el primero en obtenerla, realizé un estudio a fondo de ella
al plantearse el problema de demostrar que la frecuencia relativa de ocurrencia de un
evento se aproxima a la probabilidad del mismo.

Si p es la probabilidad de ocurrencia de un evento A en un determinado experimento
aleatorio, entonces llamando X,, al nimero de veces que ocurre A al realizar n repeti-
ciones independientes del experimento, X, tiene distribucién binomial con pardmetros

nymp.

Ahora bien, % es la frecuencia relativa de ocurrencia de A en las n repeticiones del
experimento. Bernoulli demostré entonces que dado cualquier niimero € > 0, se tiene:

im0 P [|[Z2 —p| > €] =0

Este resultado, cuya demostracién llevé a Bernoulli 20 anos, se conoce como el teorema
de Bernoulli y constituye el primero de los llamados teoremas limite de la Teoria de
la Probabilidad. Su publicacién marcé una linea de investigacion, la cual se extendié
durante un periodo de més de 200 anos, hasta concluir en las versiones generales de
este teorema y otros similares.

Dentro de la teorfa moderna, el teorema de Bernoulli es tinicamente un caso parti-
cular de la ley débil de los grandes nimeros. Sin embargo, resulta ilustrativa una
demostracién directa, la cual puede realizarse con la herramienta que se tiene desa-
rrollada hasta este momento.

PROPOSICION 7.4 (Teorema de Bernoulli). Sea & un experimento aleatorio y A un
evento relativo a ese experimento, de probabilidad igual a p. Consideremos un nuevo
experimento aleatorio consistente en la repeticion indefinida del experimento £, de tal
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manera que cada repeticion es independiente de las otras. Sea X,, el nimero de veces
que ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del experimento y e un nimero
positivo arbitrario, entonces:

Moo P [|[Z2 = p| > €] =0

Demostraciéon

Sabemos que X, tiene distribucién binomial con pardmetros ny p. Paraj € {0,...,n},
sea t; = (?) p’(1—p)"~J. De acuerdo con la proposicién 7.2, los términos t; crecen con
J hasta alcanzar su méximo valor cuando np+p—1 < j < np+ p, después de lo cual

decrecen con j. Ademds, la sucesién s; = t ,con j € {1,...,n}, es decreciente. En
efecto, para j € {2,...,n}, se tiene:
_ ti _ (n=j+lp _ (n=j+2)p _ tj—1
A T TR (s V7 tj > 9l
Seaj>k>(n+1)pyr—tk - :%,entonces()<r<ly:
_ 4 t _ (n—k+1) .
tj = t]—ilt] 1> g - t = = kq Etj1=rtj
Asi que:

tj S T‘t]‘_l S 7‘2tj_2 S s S ’I“jiktk
Por lo tanto:

P[Xy >k =Yty <tpdh i F <ty = #‘il)ptk

Sea m el tinico niumero entero tal que (n+ 1)p — 1 < m < (n + 1)p, entonces, como
bty > tmyr > - - > g1 > g, se tiene:

1>ty +tmer + -+t > (K—m)ty, > [k — (n+ 1)p|

Asf que t; < Por lo tanto:

k—(n +1)

kq
PXn 2k < g5 iap

Dada e > 0 y n € N tal que ne > 1, sea kg el tinico entero tal que np + ne < ky <
np + ne + 1, entonces:

X, _ — —kog____
P[22 —p>e| =P[X,>np+ne]=P[X, >k < [kof(;zl)p]z)

(nptne+l)q  __ (nptnetl)q
[np-+ne—(n+1)p]° [ne—p]®

IN
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Por lo tanto:
{ Xn _ _
lim,, o0 P [T p > 5] =0

Sea Y,, el mimero de veces que no ocurre el evento A en las primeras n repeticiones
del experimento, se tiene entonces Y,, = n — X,,, asf que:

Xn

lim,, .o P [ —p< —5] =lim,..o0 P [q — % < —5] =lim,..oc P [% —q > 5] =0

Por lo tanto:

My 00 P [|22 —p| > €] =0

El teorema de Bernoulli no asegura que, en una sucesion infinita de repeticiones del
experimento &, la frecuencia relativa de ocurrencia de A, en las primeras n repeti-
ciones del experimento, tenga un limite igual a p, lo cual demostrarfa la validez de la
interpretacién frecuencial de la probabilidad. Lo que afirma es que, dada cualquier
e > 0, la probabilidad del evento H% — p‘ < 5} se acerca a 1 a medida que n crece.
Es decir, establece una relacién en términos de probabilidades. Para aclarar el resul-
tado, supongamos que el experimento £ consiste en el lanzamiento de un dado y que
A representa la obtencién de un 6 al realizar el experimento. La probabilidad p = %
significa entonces, en este caso, que se tiene 1 caso favorable y 5 desfavorables para
la ocurrencia de A. En n repeticiones del experimento hay un total de 6" posibles
resultados, todos ellos con la misma probabilidad, de manera que si llamamos A,
(resp. B,) al nimero de posibles resultados que favorecen la ocurrencia del evento
[|% — p! < 6} (resp. H% — p} > 8}) en las n repeticiones del experimento, se tiene
A, + B, =6", PH%—p‘ §5] :% yPH%—p! >5] :%. Asf que:

A [

lim,, . oo == lim,, . o P[i —p|<e]

2n
nn m
Sropl>e]

Asi que, en este caso, una formulacién equivalente del teorema de Bernoulli consiste
en decir que, a medida que n crece, el nimero de posibles resultados que favorecen

la ocurrencia del evento H% — p‘ < 5] se hace mucho més grande que el mimero
|X” —p! > &?], de tal

de posibles resultados que favorecen la ocurrencia del evento [ -

manera que su cociente tiende a oo, pero no que el evento H% — p! < 5} ocurra
con seguridad. De manera también equivalente, se puede decir que para determinar
si el evento B = [|% — p| < 5} ocurre, se pueden colocar A, bolas blancas y B,
bolas negras en una urna, después de lo cual se selecciona una bola al azar. Si ésta
resulta blanca, entonces B ocurre. Evidentemente, el que A, sea muchisimo més

grande que B, (para n grande) no significa que al seleccionar una bola al azar de
la urna, ésta sea necesariamente blanca. Tampoco significa que si se repite muchas
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veces el experimento aleatorio consistente en seleccionar, al azar y con reemplazo,
una bola de esa urna, casi siempre se obtendrd una bola blanca. El que esto ocurriera
serfa un resultado experimental que reforzarfa una interpretacién frecuencial de la
probabilidad, pero no una prueba de la validez del teorema de Bernoulli. De hecho, el
teorema de Bernoulli, siendo un resultado teérico dentro del modelo de probabilidad
que hemos definido, no requiere de ninguna verificaciéon experimental, es vilido como
cualquier resultado que se demuestre en cualquier teorfa matemaética.

Por otro lado, si bien el teorema de Bernoulli no demuestra la validez de la inter-
pretacion frecuencial de la probabilidad, si se muestra con él que tal interpretacion
es compatible con el modelo probabilistico que hemos definido, haciendo asi que las
aplicaciones de la Teorfa de la Probabilidad basadas en su interpretacién frecuencial
tengan bases mas sélidas.

Ademsds, la publicacion del teorema de Bernoulli, en el afio 1713, hizo renacer el in-
terés por la Teorfa de Probabilidad, la cual, después de la publicacién del trabajo
de Christiaan Huygens, en el afio 1657, habia quedado relegada, siendo vista tnica-
mente como una curiosidad que tenfa que ver exclusivamente con los juegos de azar.
Siguiendo a Bernoulli vendrian después los trabajos de Abraham de Moivre, Siméon
Denis Poisson y Pierre Simon Laplace, marcédndose asi, como dijimos arriba, una linea
de investigacién que se extendié por un periodo de més de 200 anos.

7.2. Distribucién geométrica

DEFINICION 7.5 (Distribucién geométrica). Dado p € (0, 1], se dice que una va-
riable aleatoria X tiene distribucion geométrica con pardmetro p si su funcidn de
densidad estd dada por la formula:

fx(x) = { p(l—p)* size{0,1,...}

0 en otro caso

El nombre geométrica obedece a que los términos p(1 — p)* son los términos de la
serie geométrica ) p(1 —p)*.

Como Y 7 p(1—p)* = 1, efectivamente X resulta ser una variable aleatoria discreta.

La distribucién geométrica surge también dentro del contexto de los ensayos de
Bernoulli. Supongamos que se realiza una sucesién indefinida de ensayos de Bernoulli
independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p. Defi-
namos X como el nimero de fracasos que se obtienen antes del primer éxito. X tiene
entonces distribucién geométrica con pardmetro p. En efecto, para k € {0,1,...},
definamos los siguientes eventos:
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Ag: Se obtiene fracaso en cada uno de los primeros k ensayos.
B: Se obtiene éxito en el ensayo niimero k.
Entonces:
P[X =k] =P(A:NB) = P(A,)P(B) = (1-p)*p

A continuacién se presentan las gréficas de algunas funciones de densidad tipo geo-
métrica. Con el objeto de visualizar més fdcilmente la forma que adquieren, se han
trazado continuas, graficando la funcién f(z) = p(1 — p)*, definida en el intervalo
[0,00). Evidentemente, los valores de la funcién de densidad corresponden tinicamente
a los valores enteros no negativos.

1 1
b=z p=3 ng

EJEmpPLO 7.6. Cada una de 12 personas lanza una moneda indefinidamente, dete-
niendo sus lanzamientos en el momento en que obtiene por primera vez dguila. ;Cudl
es la probabilidad de que por lo menos 10 de ellas realicen menos de 4 lanzamientos?

Solucion

Sea X el nimero de lanzamientos que se realizan antes de obtener por primera vez
dguila al lanzar una moneda indefinidamente y 'Y el nimero de personas que realizan
menos de 4 lanzamientos. Y tiene entonces distribucion binomial con pardmetros
n=12yp=P[X < 3|. A suvez, X tiene distribucion geométrica con pardmetro %
Ast que:

p=P[X <3 =PX<2 =2 L()f=1

PIY >10] =332, (¥) (])" (3) " = 02818

EJEMPLO 7.7. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica. Demuestre
que para cualquier par de nimeros enteros no negativos n y k, se tiene:

P X=k+n|X>n—-1=P[X =k
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Obsérvese que este resultado dice que si en una sucesion de ensayos de Bernoulli inde-
pendientes ya han ocurrido n fracasos, entonces la probabilidad de que haya k fracasos
mds antes del primer éxito se puede calcular como si se reiniciara el proceso. Fste
resultado se puede interpretar diciendo que una variable aleatoria con distribucion
geométrica no tiene memoria.

Solucion

P X=k+n,X>n—1 P[X=k+n
P X=k+n|X>n-1]= : P[;>nf>l} L= P{X>ni1%

_\k+n
= 2 — p(1—p)f = P[X =}

A

Dado que una variable aleatoria X con distribucién geométrica es discreta, se tiene
P[X < oo] = 1 (ver proposicién 6.28). Esta propiedad aparentemente tan simple
expresa que, en una sucesién indefinida de ensayos de Bernoulli independientes, todos
con la misma probabilidad de éxito, la probabilidad de que en algiin momento se
produzca éxito es igual a 1. Como ya se expuso en la seccién 5.3, la aplicacién
de este resultado produce otros que pueden parecer sorprendentes, por ejemplo, ahi
vimos que si C' es el conjunto de caracteres tipograficos (incluyendo el espacio blanco)
que se utilizan en la obra Hamlet de Shakespeare y consideramos el experimento
aleatorio consistente en escribir una secuencia indefinida de caracteres, cada uno
seleccionado al azar del conjunto C, entonces la probabilidad de que en algiin momento
una subsecuencia de caracteres coincida exactamente con la obra de Shakespeare es
igual a 1.

7.3. Distribucién binomial negativa

DEFINICION 7.8 (Distribucién binomial negativa). Sir € (0,00) y p € (0,1], se
dice que una variable aleatoria X tiene distribucion binomial negativa con pardmetros
r yp si su funcion de densidad estd dada por la formula:

en otro caso

Fx(@) :{ (- e (01,

De acuerdo con las proposiciones 3.12 y 6.46, esta densidad puede escribirse también
en la forma siguiente:

fx(z) = { é‘l)x(?)pr(l —p)* siz€{0,1,...}

en otro caso
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= 1;(1?{;6))17%1 —p)* sixef0,1,...}
0 en otro caso

El nombre binomial negativa obedece a que los términos (T+§_1) p"(1 — p)* son los
del desarrollo de ( % — ]%)_T, en donde ¢ = 1 — p. En efecto, por el corolario 3.15 y la
proposicién 3.12; se tiene:

k —r—k
1 —-r __ 1N—r __ o] —-r 1
G- =2+ 97 =52, () (-2) (2)
= Yo (=D (et = 0, (e
La distribucién binomial negativa se obtuvo por primera vez en las soluciones que

dieron Blaise Pascal y Pierre de Fermat, en el ano 1654, al llamado problema de la
divisién de apuestas, el cual consiste en lo siguiente:

., Cémo deben repartirse las apuestas en un juego que se interrumpe? Por ejemplo,
suponiendo que dos jugadores, A y B, apuestan 32 pesos cada uno en un juego que
consiste de partidas consecutivas, en cada una de las cuales cada jugador tiene la
misma posibilidad de ganarla y quien la gane acumula un punto, de tal manera que el
juego es ganado por quien obtenga primero cuatro puntos, jcémo deben de repartirse
las apuestas en caso de que el juego se interrumpa cuando el jugador A ha ganado
dos puntos y B un punto?

Para que se vea mds claramente como surge la distribucién binomial negativa en la
soluciéon de este problema, consideremos un juego que se interrumpe cuando a los
jugadores A y B les faltan r y s puntos para ganar, respectivamente.

Partiendo de esa situacion, el jugador A ganard el juego cuando, en las siguientes
r + s — 1 partidas, B gane a lo méds s — 1 de ellas, pero la probabilidad de que B
gane k de r + s — 1 partidas estd dada por (T“_l) 2T+—1_1, es decir por una distribucién
binomial negativa. De esta forma, la probabilidad de que A gane el juego estd dada

por:

P(A) = (7”+(8)—1) L (P e (Tjil) i

Esencialmente, este resultado es el que encontraron tanto Pascal como Fermat.

La distribucién binomial negativa se obtiene también dentro del contexto de los en-
sayos de Bernoulli. Supongamos que se realiza una sucesién indefinida de ensayos de
Bernoulli independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual
a p. Definamos X como el nimero de fracasos que se obtienen antes del éxito r. X
tiene entonces distribucién binomial negativa con pardmetros r y p; en efecto, para
k € {0,1,...}, definamos los siguientes eventos:
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Ay: Se obtienen r — 1 éxitos en los primeros r + k — 1 ensayos.
B: Se obtiene éxito en el ensayo nimero r + k.

Entonces:

r—1

P[X =k]=P(A,NB)=P(A)P(B) = [Nt =p)f]p= (""" (1 —p)*

Obsérvese que en el problema de la divisién de apuestas, partiendo de que a los
jugadores A y B les faltan r y s puntos para ganar, respectivamente, el jugador A
ganard el juego cuando, en las siguientes r + s — 1 partidas, el nimero de derrotas
antes del r-simo triunfo sea menor que s.

PROPOSICION 7.9. Los términos tj, = ("1

. L -1 -1
negativa, crecen con k hasta alcanzar su mdzrimo valor cuando % -1<k< (Tpf)q,
después de lo cual decrecen con k.

)p"(1—p)¥, de una distribucién binomial

Demostracion
Para k € {0,1,...}, sea t, = (r+i_1)p”(1 —p)k. Se tiene entonces, para k € {1,2,...}:

+k—2 —
th_1 o (741:,1 )pr(]-*p)k ! k

T (i T V()

De manera que t;_1 <ty siysélosi k< (r+k—1)(1 —p), es decir, k < (rfpl)q.

Para k € {0,1,...}, se tiene:

+h—1
o _ (T x )pr(l—P)k _ k+1
k1 ()P (1—p)yrtt (r+k)(1—p)

De manera que tj, > tg.q1 siysoélosi k+1 > (r+k)(1—p), es decir, k > qu%l = %—1.

A continuacién se presentan las grificas de algunas funciones de densidad tipo bino-
mial negativa. Con el objeto de visualizar m&s facilmente la forma que adquieren, se
han trazado continuas, graficando la funcién f(x) = F(I;(J:—;L)lf)(r)pr(l —p)*, definida en el
intervalo [0, 00). Evidentemente, los valores de la funcién de densidad corresponden
unicamente a los valores enteros no negativos.
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o=

= =2 = =1
rleO,p:% r=100,p =% r =100, p = 55

EjempLO 7.10. Cuando una determinada mdquina no estd bien ajustada, la proba-
bilidad de que produzca un articulo defectuoso es igual a 0.2. Cada dia la mdquina
se pone a funcionar y se detiene para su ajuste en el momento en que ya ha pro-
ducido 3 articulos defectuosos. ;Cudl es la probabilidad de que, estando desajustada,
la mdquina producird por lo menos 5 articulos antes de ser detenida para su ajuste?

Solucion

Sea X el nimero de articulos que produce una mdquina desajustada antes de ser
detenida para su ajuste; los posible valores de X son entonces 3,4, .... St llamamos
éxito a la produccion de un articulo defectuoso, entonces, para k € {3,4,...}, el
evento [X = k| ocurre cuando se tienen k — 3 fracasos antes del tercer éxito, por lo
tanto:

P[X =k = (}23)(0.8)"3(0.2)° = (*,")(0.8)*7%(0.2)*
Ast que:

P[X>5=1-P[X =3] - P[X =4]
=1—(3)(0.8)°(0.2)* — (3)(0.8)*(0.2)* = 0.9728

EJEMPLO 7.11. Se lanza una moneda tantas veces como sea necesario hasta obtener
5 veces sol. Sabiendo que en los primeros 6 lanzamientos ain no se logra el objetivo,
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scudl es la probabilidad de que se requieran, en total, menos de 9 lanzamientos para
lograrlo?

Solucion

Llamemos éxito al hecho de obtener sol al lanzar la moneda una vez y sea X el niimero
de fracasos antes del quinto éxito. X tiene entonces distribucion binomial negativa
con pardmetros p =3 yr =05, y se busca P[X <3| X > 2].

_ PIx<3x>2] _ Plx=2]+Px=3 _ (3)p°(0-p)*+(})p*(1-p)?
PIX<3|X >2]= PIX>2]  — T-PIX=01-PX=1] — 1-(3)p5(1—p)—(3)p*(1-p)
_ 65 _
— 55— (.285088

A

Dado que una variable aleatoria X con distribuciéon binomial negativa es discreta,
se tiene P[X < oo] = 1 (ver proposicién 6.28). Esta propiedad expresa que, para
cualquier 7 € N, en una sucesién indefinida de ensayos de Bernoulli independientes,
todos con la misma probabilidad de éxito, la probabilidad de obtener por lo menos r
éxitos es igual a 1.

De aquf se sigue un resultado més fuerte, ya expuesto en la seccién 5.3: Consideremos
una sucesién indefinida de ensayos de Bernoulli independientes, todos con la misma
probabilidad de éxito, y definamos los eventos:

B: se produce un nimero infinito de éxitos.
By: se producen por lo menos k éxitos.

Entonces, la sucesiéon de eventos By, Bs, ... es monétona decreciente y su interseccion
es B. Se tiene entonces:

P(B) =P (e Bx) =limy.oo P (By) = 1
Por lo tanto, con probabilidad 1, se produce una infinidad de éxitos.

Como ya se expuso en la seccién 5.3, la aplicacién de este resultado produce otros que
pueden parecer sorprendentes, por ejemplo, ahi vimos que si C' es el conjunto de ca-
racteres tipograficos (incluyendo el espacio blanco) que se utilizan en la obra Hamlet
de Shakespeare y consideramos el experimento aleatorio consistente en escribir una
secuencia indefinida de caracteres, cada uno seleccionado al azar del conjunto C', en-
tonces la probabilidad de que alguna subsecuencia de caracteres coincida exactamente
con la obra de Shakespeare, una infinidad de veces, es igual a 1.
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Para r € N, la distribucién binomial negativa puede obtenerse de la distribucion
binomial observando que si X tiene distribucién binomial negativa con pardametros r
y p, entonces, para cada entero no negativo k, se tiene:

PIX=K=""Y0-pk=220"pA-pt=5PY =1]

en donde Y es una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros r + k
y p-

7.4. Distribucion Poisson

DEFINICION 7.12 (Distribucién Poisson). Si A es un nimero real positivo, se dice
que una variable aleatoria X tiene distribucion Poisson con pardmetro \ si su funcion
de densidad estd dada por la formula:

fx(w) = { e size{0,1,..}

0 en otro caso

EJEMPLO 7.13. Supongamos que el nimero de accidentes que ocurren en una cierta
carretera tiene distribucion Poisson con pardmetro A = 2. ;Cudl es la probabilidad de
que en un dia ocurran, en esa carretera, mds de dos accidentes, sabiendo que ocurre
por lo menos uno?

Solucion

Sea X el nimero de accidentes que ocurren en la carretera, entonces:

_ P[X>2,X>1] _ P[X>2]  1-P[X<2]  1—e M14+A+)1?/2)
PIX>2|X=>1]= PX>1  PIX>1  1-P[x=0] _ 1—e 2

= 1=5¢2% _ ) 37393

1—e—2

, L. kA L . .
PROPOSICION 7.14. Los términos t;, = %, de una distribucion Poisson, crecen con

k hasta alcanzar su mdximo valor cuando N\ —1 < k < X, después de lo cual decrecen
con k.

Demostracion

Para k € {0,1,...}, sea t = ’\k;;A. Se tiene entonces, para k € {1,2,...}:

th—1
123

k
)
De manera que 11 <t si y sélo si k < A.

Para k € {0,1,...}, se tiene:



210 7. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

tr _ k+1

tk+1 A

De manera que tp > t;.q si y sélosi k+ 1> A, es decir, £ > A\ — 1.

A continuacién se presentan las gréficas de algunas funciones de densidad tipo Pois-
son. Con el objeto de visualizar mas fdacilmente la forma que adquieren, se han trazado
continuas, graficando la funcién f(z) = r/\(%:)v definida en el intervalo [0, 00). Eviden-
temente, los valores de la funcién de densidad corresponden inicamente a los valores

enteros no negativos.

A=2 A=5 A=95

El nombre Poisson obedece a que fue Siméon Denis Poisson quien encontré esta
distribucién al demostrar que se obtiene como limite de una distribucién binomial,
resultado que fue publicado en 1837 en un articulo titulado “Recherches sur la pro-
babilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile, précedées des regles
générales du Calcul des Probabilités”.

TEOREMA 7.15 (Teorema de Poisson). Supongamos que, para cada n € N, X, es
una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y p € (0,1) de tal
manera que A = np es constante, entonces, para cualquier k € {0,1,...}, se tiene:

limy,ae P [X, = k] = 222

k!
Demostraciéon
PIX = H] = ({1 = pyt = 2okt (- 2y
=N -Ha-2)a-E) - a-2y
Asi que:

.o P [X = k] = 37 lim,, o0 (1 - 2)" = 2562
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Con el objeto de comparar los valores exactos de una funcién de densidad binomial
con sus valores aproximados por medio de una densidad Poisson, a continuacién se
muestran las gréficas que se obtienen con ambos valores. Con el objeto de apreciar
mejor la aproximacion, las grafica de los valores exactos y aproximados de la densidad
binomial fy(x) se han trazado continuas, expresandolos como %px(l -
Py 1:\(%3), respectivamente. La linea sélida corresponde a los valores exactos,

mientras que la linea punteada corresponde a los valores aproximados.

n=10,p=§ n=10,p= n =100, p = %

oo~

Como se muestra a continuacién, la distribucién Poisson aproxima otras distribu-
ciones.

TEOREMA 7.16. Supongamos que, para cada r € N, X,, es una variable aleatoria con
distribucion binomial negativa de parametros r yp € (0,1) de tal manera que \ = r%

es constante, entonces, para cualquier k € {0,1,...}, se tiene:

limy.o0 P [X, = k] = 252

k!

Demostracion

r+k— r r+k—=1)(r+k—2)---(r r AF
P[X:k]:(Jfk 1)p (1_p)k:(+ )(J ) ()(1_$) (ri)\)’“
_ MNordk—1r4k—2 r A \r
— & j—&-)\ j—i-/\ "‘r+A(1_r+_A)
Asi que:

1m0 P [X = k] = 37 im0 (1 — 25)7 = 27 limyo0(1 — 2)772

ko, _ ko—A\
= g7 limgoo(1 = 2)7(1 = 2)7* = 25
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Con el objeto de comparar los valores exactos de una funcién de densidad binomial
negativa con sus valores aproximados por medio de una densidad Poisson, a contin-
uacién se muestran las grificas que se obtienen con ambos valores. Con el objeto de
apreciar mejor la aproximacion, las gréfica de los valores exactos y aproximados de

la densidad binomial negativa fx(z) se han trazado continuas, expresdndolos como
_Plr+z) r(1—p)® APe X

INCESIN 14 D)"Y et
exactos, mientras que la linea punteada corresponde a los valores aproximados.

respectivamente. La linea sélida corresponde a los valores

rle,qz% 7“:10,(]:% rleO,q:%

EjeMPLO 7.17. Se prepara masa para hacer N galletas. ;Cudntas pasas se deben de
mezclar en la masa para evitar que, en promedio, en cada 100 galletas haya mds de
una sin pasas?

Solucion

Sea n el nimero de pasas que se deben de agregar a la masa. Como las pasas se
mezclan en la masa, se puede asumir que cada pasa puede quedar en cualquiera de las
N galletas. De manera que si consideramos una galleta y una pasa determinadas y
llamamos éxito al hecho de que esa pasa quede en la galleta, la probabilidad de éxito
es 1qual a % Considerando las n pasas y una galleta determinada, llamando X al
numero de pasas que quedan en esa galleta, se tiene:

s

n ko n_1\n—k _ (ﬁ)ke*
PIX=k=()(5) F)  =F—
Se busca n tal que P[X = 0] < 0.01, es decir, e™~ < 0.01. Asi que:
n > —NIn(0.01) = 4.605N

En general, si se quiere evitar que, en promedio, en cada m galletas haya mds de una
. _n .
sin pasas, se debe de tener e”~ < L es decir, n > —N In(m).

A

La distribucién Poisson se aplica de manera importante para el estudio de eventos
que ocurren aleatoriamente en el tiempo.
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De manera mas especifica, consideremos un experimento aleatorio consistente en la
observacion de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo. Para cada intervalo [
formado por nimeros reales no negativos, sea N; el nimero de eventos que ocurren en
el intervalo de tiempo I y definamos IV; = Njg ;. Supongamos ahora que se satisfacen
las siguientes condiciones:

(ii) Para cualquier intervalo I, la distribucién de N; depende unicamente de la
longitud de I.

(iii) Si Iq,..., I, son intervalos ajenos y ki, ..., k, son nimeros enteros no nega-
tivos cualesquiera, entonces los eventos [Ny, = k1], ..., [N}, = k,] son inde-
pendientes .

(iv) P[N; = 1] es, en una vecindad de ¢ = 0, de un orden de magnitud compa-
rable con t de tal manera que lim;.. %P [N; = 1] existe y
A =1limyo LP[N, = 1] > 0
(v) P[N; > 2] es pequena en una vecindad de ¢ = 0 de tal manera que:
lfmyo 1P [N, > 2] = 0

Para k entero no negativo y ¢ > 0, sea Py(t) = P[N; = k]. Ademds, para cada
n € N, definamos h = L y consideremos los intervalos I; = [0,h), I, = [h,2h), ...,
Iy =[(n—=2)h,(n—1)h), I, = [(n—1)h,t]. Se tiene entonces, para cualquier n € N:

Py(t) = P[N; = k| = P [N, = k, N;, <1 para cualquier j € {1,...,n} |
+P[Ny =k, N;; > 2 para alguna j € {1,...,n}]

Pero:

P[N; = k, Ny, > 2 para alguna j € {1,...,n}]

< P[N; = k,N;, > 2 para alguna j € {1,...,n}]

= PIUi_, [N, > 2]] <30 P [Ny, > 2] =nP [N, > 2] = £ P[N, > 2]
Asi que:
limy, oo P[Ny = k, Ny, > 2 para alguna j € {1,...,n}] <lim,..oc P [N, > 2] =

Ademis:
P [Nt =k, N;; <1 para cualquier j € {1,...,n} ]

- (Z) (P [Ny = 1])k (PN, = O])n—k
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= () (PNy=1)" (1= P[Ny =1] = P[N, > 2))" "

n(n—1)-(n— kn n-
(n-D)lnet) Q0" nt (PN, = 1])* (1 P [Ny, = 1] - P[N, > 2)"

=0 (1) (1-2)... (151 L (Ap[N, = 1))

n n n

(1= P[Ny=1] = P[N, > 2))" (1= P[N,

I
=
|
v
&
v
S
=

limnwoo(l—l) (1_2)...(1_ﬂ):1

n

limy,..o 3 (AP [N, =1))" =11

limy, .o (1 — P[N, =1] — P[N, > 2])" =1
im0 (1 = P[N, = 1] — P [N, > 2])"

= im0 (1 = 2 {LP[N, = 1] — LP [N, > 2]})" = limpeco (1 — 2 f(n))"
en donde lim,,.., f(n) = At.

Por lo tanto, utilizando el lema 7.18, se obtiene:

lim,, .00 P [Nt =k, N;; <1 para cualquier j € {1,...,n} ] ()‘t)Zf_M

Y entonces:

ke—At
Py(t) = PN, = k] = Q1

LEMA 7.18. Sea (s,) una sucesion convergente y s = lim,,.. S, entonces:

—S

P 1 n_
lim,, . o0 (1 — Esn) =e

Demostraciéon

Dada € > 0, sea NN tal que, para cualquier n > N se tenga s —e < s, < s+ ¢, asi
como 1 —L(s+e)>0,1-2%(s—¢)>0y1—1s, > 0. Entonces, para n > N, se
tiene:

[1 - %(3+5)}n < [1 - %sn]n < [1 — %(3 —5)]"
Por lo tanto:

Hminf, o0 [1— 15,]" > lmyeo [1 — 2(s +¢)]" = e+
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limsup,, ., [1 — %sn}n < limy. oo [1 — %(s — 8)]” = e (579
De manera que, como esto vale para cualquier £ > 0, se tiene:
e <liminf,, .o [1 - %sn}n < limsup,,.. [1 — %sn]n <e s
Asi que:
lim,, oo [1 —

La familia de variables aleatorias (N;):>o forman lo que se conoce como un proceso
de Poisson, de acuerdo con la siguiente definicion:

DEFINICION 7.19 (Proceso de Poisson). Se dice que una familia {P, :t > 0} de
variables aleatorias discretas forma un proceso de Poisson de pardmetro \ si se satis-
facen las siguientes propiedades:

(i) Py =0
(il) Si0 <ty <ty < -+ < t,, entonces las variables aleatorias Py, P, — P,
P,—-P,, ..., P, — P, , son independientes.

(iii) Si s < t, entonces la variable aleatoria P, — Py tiene distribucion Poisson
con pardmetro A(t — s).

Los siguientes son ejemplos de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo y que
satisfacen aproximadamente las condiciones i-v:

(i) Emisién de particulas o por una fuente radioactiva.
(ii) Intercambio de cromosomas entre células inducido por irradiacién de rayos
X.
(iii) Surgimiento, por reproduccién, de colonias de bacterias en una determinada
region.
(iv) Llamadas que llegan a una central telefénica.
(v) Errores de imprenta en un libro.

7.5. Distribucién hipergeomeétrica

DEFINICION 7.20 (Distribucién hipergeométrica). Si r, s y n son niumeros en-
teros positivos tales que n < r+s, se dice que una variable aleatoria X tiene distribu-
cion hipergeométrica con pardmetros r, s y n si su funcion de densidad estd dada por
la formula:
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Do)
fX(x)Z{O(T:S) sixze{m,...,M}

en otro caso

en donde m = max{0,n — s} y M = min{n,r}.

Obsérvese que, tomando en consideraciéon que (’:) = 0 cuando m < k, se tiene
fx(z) = (I()Sf)”) para cualquier z € {0,...,n}.

El nombre hipergeométrica obedece a las siguientes consideraciones:

s—n+k> —

Para simplificar, supongamos que n < min {r, s}. Se tiene entonces, (nfk)( "

(5) (Z), para cualquier k € {méx {0,n — s},...,min{n,r}}, asi que:

DG - M) Q6 _ () (G

“+s — "Fs s—n—+k — S s—n—+k
GO CRIG RN Rl
Por otra parte, se puede demostrar que si a,b son niimeros enteros cualesquiera y ¢

GG

g il . o)
un nimero entero positivo, entonces la serie ) .-, (1) x" converge absolutamente
k

para cualquier z tal que |z|] < 1. Ademds, si ¢ > b > 0, se tiene la siguiente
representacién integral:

0o —a\[(—b . 1 _ b Ca
Sy At = (e =00 i 87 (1= 01— )
El término (1 — tz)~%, el cual, para a = 1, se desarrolla como una serie geométrica,
motiva que a la serie del lado izquierdo de la iltima igualdad se le llame serie hiper-
geométrica.

() G)

Finalmente, obsérvese que los términos %4 5 corresponden a los de una serie hiper-
k

geométrica en donde a = —n,b=—-ryc=s—n+ 1.

La distribucién hipergeométrica surgié practicamente desde los inicios del Célculo de
Probabilidades, al considerarse el experimento aleatorio consistente en seleccionar,
con reemplazo, bolas de una urna, la cual contiene bolas de dos colores, y buscarse la
probabilidad de obtener cierto niimero de bolas de uno de los colores. Un problema
de este tipo se encuentra formulado en el libro de C. Huygens:

A tiene doce fichas, 4 blancas y 8 negras, y apuesta con B a que al tomar 7 fichas al
azar, 3 de ellas serdan blancas. ;Cuél es la probabilidad de que A gane?
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De manera general, la distribucién hipergeométrica se presenta al considerar un
muestreo sin reemplazo de la siguiente manera: Supongamos que se tiene una poblacién
formada por dos tipos de elementos, los cuales llamaremos de tipo I y II, de tal
manera que hay r elementos de tipo I y s de tipo II. Si se toma una muestra sin
reemplazo de tamano n < r + s de esa poblacién y llamamos X al nimero de ele-
mentos de tipo I que se obtienen en la muestra, entonces X tiene distribucién hiper-
geométrica con pardmetros r, s y n. En efecto, el nimero total de posibles muestras
que pueden obtenerse es igual a (T:S) y todas ellas son equiprobables. De éstas, para
k€ {médx{0,n — s},...,min{n,r}}, el total de muestras en las cuales se obtienen k
objetos de tipo I y n — k objetos de tipo II es igual a (T)( ° ), de lo cual se sigue el

k) \n—k
resultado (ver ejemplo 3.10).

PROPOSICION 7.21. Los términos t, = %, de una distribucion hipergeométrica,
crecen con k hasta alcanzar su mdzimo valor cuando I HD <k< w,
r+s42 r+s542

después de lo cual decrecen con k.

Demostracion

0
GO

Sea m = méx {0,n — s}, M = min{n,r} y, para k € {m,..., M}, t, =
tiene entonces, para k € {m+1,..., M}:

th—1 k(s—n+k)
ty,  (n—k+1)(r—k+1)

De manera que t 1 <t siysélosi k(s—n+k) < (n—k+1)(r —k+ 1), es decir,
k< (n+1)(r+1)

- r+s4+2
Para k € {m,m+1,..., M — 1}, se tiene:

_ty . (kD) (s—ntk+1)
tet1  (n—k)(r—k)

De manera que ty >ty siysélosi (k+1)(s—n+k+1) > (n—k)(r — k), es decir,

(n+1)(r+1)
kz S5 — b

A continuacién se presentan las gréaficas de algunas funciones de densidad tipo hiper-
geométrica. Con el objeto de visualizar més facilmente la forma que adquieren, se
han trazado continuas, graficando la funcién:

f(x) = L(r+1) T(s+1) D(n+1)T(r+s—n+1)
I'(z+1)I'(r—z+1) I'(n—z+1)I'(s—n+z+1) T'(r+s+1)

definida en el intervalo [0,n]. Evidentemente, los valores de la funcién de densidad
corresponden uUnicamente a los valores enteros comprendidos entre 0 y n inclusive.
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r=10,s =90,n = 20 r=290,s=10,n =20 r=280,s =120,n = 20

EJjEMPLO 7.22. En un lago se capturan al azar 1000 peces, los cuales se marcan y
se devuelven al lago. Después de algin tiempo, se capturan al azar otros 1000 peces
y entre ellos se encuentran 100 peces de los marcados. Con este dato, se quiere
estimar el nimero de peces que hay en el lago. Para esto, denotemos por p(k,n) a
la probabilidad de obtener k peces marcados en la muestra cuando hay n peces en el
lago, se tiene entonces:

1000\ (n—1000
k,n) = ( k )(nlooofk)
p( ) 1000)
p(kn) _ _(n=1000)2 _ 4 | 1000000—nk
p(k,n—1) — n(n—2000+k) — + n(n—2000+k)

De manera que, fijando k, p(k,n) crece con n hasta alcanzar su valor mdzximo cuando
w —1<n< w, después de lo cual decrece con n.

Un método de estimacion puede consistir entonces en tomar como valor de n uno que
haga mdzimo el valor de p(k,n). En nuestro caso tenemos k = 100, asi que un valor
de n que hace mdazximo el valor de p(k,n) es n = 10,000.

A

Como ya lo hemos hecho notar con anterioridad, para poblaciones grandes, practica-
mente no hay diferencia entre el muestreo con reemplazo y el muestreo sin reemplazo.
Esto significa que, en ese caso, una distribucién binomial y una hipergeométrica seran
muy parecidas (ver seccién 3.3). A continuacién se prueba este resultado.

TEOREMA 7.23. Supongamos que, para cada r,s,n € N, Xﬁr’s) es una variable aleato-
ria con distribucion hipergeométrica de pardametros r,s y n, entonces, para cualquier
ke {0,1,...,n}, se tiene:

P [Xff’s)zk]

()G )

lim, 500 =1
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Demostracion

Suponiendo n < min {r, s}, se tiene, para k € {0,1,2,...,n}:

r(r r—k r r—k k
) = reoDelrkl) ek gt

_ s(s—1)---(s—n+k+1) s(s—l)--~(s—n+k+1) sn—k sn—k

nsk) - (n—k) sn—k (n—k)! (n—k)!

r s) _ (r+s)(r+s— lq?L! (r+s—n+1) < (rtl?)n

k! rk k! k! r k!
s _ s(s=1)--(s—n+k+1) _ s(s—1)-(s—n+k+1) gn—Fk (s—n+k)k gn—k k gn—k
n— ) - (n—k) - sn—k (n—k)! > sn—k  (n—k)! (1 T s ) (n—k)!

(;
(
(
(1) = Hrmbelroktl) sl (ki) ot (Trf) m— (- @)kﬁ
(
(

r—l—s) _ (r+s)(r+s—1)-(r+s—n+1) __ _ (rts)(rts—1)-(r+s—n+1) (r+s)™ (r+s—n)™ (r+s)” _ (1 . L)n (r+s)™

n! (r+s)™ n! (r+s)™ nl +s
Asi que:
(:)(a’s) ok I
fXﬁf’S)(k) - k(rf =< & W(r-&-@n ( - m)

n \~" n! r sn— n \~" (n r \k s \n—k
= (1 - m) k!(nik)! (7“+Z)k (r+s):—k = (1 - m) (k) (m) (m)

Fugr®) = Qlasad > (1 1) 5 (1 - nsbyt e

r s —k)! (r+s)™

(=5 (=" ey o e

s kl(n—k)! (r+s)k (r+s)n—k

(-9 059" () () (=)
Es decir:
(=5 =250 ) ()" < feo ) < (1= 25) 7" () () ()"

Por lo tanto:

Px{) =k

(DGE) ()"

lim, 500 =1

Con el objeto de comparar los valores exactos de una funcién de densidad hiperge-
ométrica con sus valores aproximados por medio de una densidad binomial, a con-
tinuacién se muestran las graficas que se obtienen con ambos valores. Con el objeto
de apreciar mejor la aproximacion, las grafica de los valores exactos y aproximados
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de la densidad hipergeométrica fy(x) se han trazado continuas, expresandolos como

I(r+1) I(s+1) T'(n+1)T(r+r—n+1) I(n+1)
T+ (r—z+1) T(n—z+1)[(s—n+az+1) L(r+s+1) F(33+1)F(n—z+1)pz(1 - p) , respec-
tivamente. La linea sélida corresponde a los valores exactos, mientras que la linea

punteada corresponde a los valores aproximados.

n—=x

r=4,s=6,n=>5 r=90,s =10,n =20 r=280,s =120,n = 20
EJEMPLO 7.24. Supongamos que en un supermercado se venden 400 articulos, 6 de
los cuales no tienen marcada la clave de su precio. Si un cliente compra 10 articulos,
estime la probabilidad de que entre ellos haya por lo menos uno que no tenga marcada
la clave de su precio.

Solucion

Sea X el nimero de articulos, de los 10 que compra el cliente, que no tienen marcada
la clave de su precio. X tiene entonces distribucion hipergeométrica con pardmetros
r=26,s =39 yn = 10, la cual se puede aproximar mediante una distribucion
binomial con pardmetros n =10 y p = = = 0.015. A su vez ésta se puede aproximar
mediante una distribucion Poisson con pardmetro A\ = np = (10)(0.015) = 0.15, as?

que:
PIX>1=1-P[X=0~1—-e?=1-¢e"2%=0.13929

Aprozimando la distribucion de X mediante una binomial con pardmetros n = 10 y
p = 0.015, se obtiene:

PIX>1]=1-P[X=0=1—(1—p)=1—(0.985)! = 0.14027

Utilizando la distribucion exacta (hipergeométrica), se obtiene:

) _ o177

(%)
EJEMPLO 7.25. Supongamos que el 5% de las personas que manejan tienen su licencia
de manejo vencida. Utilice la aproximacion de Poisson para estimar la probabilidad
de que a lo mds 2 de 50 personas que manejan, seleccionadas al azar, tengan su
licencia de manejo vencida.

PIX>1=1-P[X=0=1-
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Solucion

Sea X el nimero de personas, del grupo de 50, que tienen su licencia de manejo
vencida. X tiene entonces, aproximadamente, distribucion Poisson con pardmetro
A = (50)(0.05) = 2.5, asi que:

PIX<2mYi (e =e M1+ A+2) = Be5/2 = 0.543813

EJEMPLO 7.26. Una mdquina produce articulos defectuosos y no defectuosos de tal
manera que, en promedio, se producen 20 defectuosos en cada 1000 articulos. ;Cudl
es la probabilidad de que una caja con 100 articulos, seleccionados al azar de una
poblacion grande, no contenga articulos defectuosos?

Solucion

Sea N el total de articulos en la poblacion y llamemos X al nimero de articulos
defectuosos en la caja con 100 articulos. Entonces:

(0.02N)(0498N) 100 P
P[X = M = St = (57)(0.02)(0.98)!07F ~
100

7.6. Otras distribuciones

7.6.1. Distribuciones truncadas. En ocasiones, una distribucion discreta se
presenta de manera truncada, lo cual significa que algunos de sus posibles valores
no son tomados en cuenta. Un caso frecuente se presenta cuando el valor 0 no se
considera. Por ejemplo, al estudiar la atencién diaria a usuarios de una determinada
institucidn, los dias laborables en los cuales el nimero de usuarios atendidos es cero
podrian no ser considerados por corresponder a dias en los cuales la instituciéon no
atendié a usuarios por causas que le fueron ajenas.

De esta manera, por cada una de las distribuciones estudiadas anteriormente se puede
definir la correspondiente distribucién truncada. Por ejemplo, una variable aleatoria
X con distribucién binomial truncada, mediante la eliminacién del valor 0, tiene una
funcién de densidad dada por:

Fr(a) = { c(Mp*(1—p)"® size{l,...,n}

10 en otro caso

en donde ¢ es una constante.
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El valor de ¢ se puede determinar facilmente utilizando el hecho de que fx es una
funcién de densidad.

Un caso interesante es el de una variable aleatoria X con distribucién binomial ne-
gativa, de pardmetros p € (0,1] y r € (0,00), truncada, mediante la eliminacién del
valor 0. En este caso la funcién de densidad de X estd dada por:

L(r4x) ri1 _ .\ )
fx(z) = { o P (1—p)* sizedl,2,...}

0 en otro caso

en donde ¢ es una constante.

Como > 77 M]OT(l —p)¥ =1 —p", se obtiene que ¢ =

1
k=1 RIT(r) T de manera que se

1
tiene:

I(r+z T T .
fX<gj) — { x('FJ(rr)) 1pr(1 _p) S1x € {1,27 .. }

0 en otro caso

El caso r = 0 no estd incluido aqui. Sin embargo, la distribucién para este caso puede
obtenerse tomando limites. En efecto, para x € {1,2,...}, se tiene:

im0 fx (x) = im0 S 2 (1 = p)® = Ui, st T2ep" (1 = p)°
I'(x 1 x 1 x
=S n P = gt

Se puede ver que lo que se obtiene como limite es una funcién de densidad (ver
ejercicio 7.30), la cual es conocida como densidad serie logaritmica por el hecho de
que los términos % corresponden a los del desarrollo, en serie de Taylor alrededor de

0, de la funcién In(1 — q).

7.6.2. Distribucion uniforme discreta.

DEFINICION 7.27 (Distribucién uniforme discreta). Si A es un conjunto finito
de niumeros reales, se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion uniforme
discreta en el conjunto A si su funcion de densidad estd dada por la férmula:

fX(I)Z{O% size A

en otro caso

en donde N es el numero de elementos de A.

Como puede verse inmediatamente, una distribucién uniforme discreta surge al consi-
derar una variable X definida como el nimero que se obtiene al seleccionar al azar un
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elemento de un conjunto finito de mimeros reales. Es decir, la distribucién uniforme es
una expresién de la eleccién al azar, la cual a su vez es sinénimo de equiprobabilidad.

Por su simplicidad, la distribucién uniforme puede ser utilizada para ilustrar algunos
métodos para encontrar probabilidades de eventos que dependen de varias variables
aleatorias. Esto se muestra en los siguientes dos ejemplos:

EJEMPLO 7.28. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, X con distribu-
cion uniforme en el conjunto {0,...,n}, Y con distribucion binomial de pardmetros
n yp. a) Encuentre P[X <Y] y P[X >Y]. b) Determine los valores de n y p para
los cuales P|X >Y] > P[X <Y].

Solucion

PIX<Y]=3 (PIX<YY=yl=>" PX<yY =y

= o PIX <yl PlY =y =30 ;5P Y =yl =5 X, 0P Y =yl =5
PIX>Y]=3 (PIX>Y Y=yl =" P[X>yY =y

= o PIX >yl P[Y =yl =30 "4 P[Y =y

y=0 n+1

:nLHZTyl:OP[Y:y]_nLHZZ:OyP[Y:y] = T T ni:f)

. n(l—p) n . 1
Asi que, P[X > Y] > P[X <Y] cuando * =" > " es decir, p < 3.

EJEMPLO 7.29. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-

tribucion uniforme en el conjunto {1,..., N}. Encuentre la funcion de densidad de
Z =min(X,Y).

Solucion

Size{l,...,N}, se tiene:

P|Z =z =P min(X,Y) = 7|

=P X=2Y>z2]|+P[X>z2Y =2+ P[X=2Y =]

_ 1 N—z N—2z1 11 _ 2(N—2)+1
- N N + N N + NN N2

Por lo tanto:

2AN—2)+1 .
fZ(Z){—N2 size{l,...,N}

0 en otro caso
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7.7. Caminatas aleatorias

Consideremos una particula que se mueve a saltos sobre la recta real de tal manera
que, comenzando en el origen, en cada intervalo de tiempo h, la particula salta una
distancia d hacia la derecha con probabilidad % o una distancia d hacia la izquierda,
también con probabilidad % Llamemos S,, a la posicién de la particula en el tiempo
nh. La familia de variables aleatorias .S,, es uno de los ejemplos més simples de lo
que se conoce con el nombre de caminata aleatoria.

DEFINICION 7.30 (Caminata aleatoria). Dados un nimero real z y una sucesion
de variables aleatorias, Z1,Zs, ..., idénticamente distribuidas, y tales que cualquier
coleccion finita de ellas forma una familia de variables aleatorias independientes, la
sucesion de variables aleatorias S, = z—{—zzzl 7. es llamada una caminata aleatoria.

Las caminatas aleatorias juegan un papel muy importante en la Teorfa de la Probabili-
dad moderna pues modelan, por lo menos como una aproximacién, muchos fenémenos
aleatorios de interés.

En esta parte, para el caso particular de la caminata aleatoria introducida al inicio de
esta seccién, nos limitaremos a encontrar la distribucién de tres variables aleatorias
de interés, a saber, S, misma, el tiempo que lleva a la particula regresar al origen y el
tiempo que lleva a la particula alcanzar una posicién positiva. De paso abordaremos
el problema de determinar el nimero de retornos al origen que se realizan, cuando se
permite que la particula se mueva indefinidamente.

7.7.1. Distribuciéon de la posicion en el n-simo paso. Para cada n € N,
definamos las variables aleatorias X,, y Y;, como el mimero de saltos que da la particula
hacia la derecha y hacia la izquierda, respectivamente, en el tiempo nh.

Si consideramos cada salto de la particula como un ensayo de Bernoulli, en donde
un movimiento hacia la derecha representa un éxito, X,, resulta ser entonces igual al
nimero de éxitos que se tienen en n ensayos, asi que su distribucién es binomial con
pardmetros ny p = %, es decir:

P[X, = 1] :{ (& size{o,...,n}
0 en otro caso

Ahora bien, se tiene:
X,+Y,=nydX,—Y,) = S, asi que, S, = d(2X,, —n).

Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:
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PROPOSICION 7.31. P[S, =dr] = P [X, = %]

(&)2% sire{-n,—n+2,...,n—2,n}
= 2
0 en otro caso

Este resultado se puede interpretar geométricamente de la siguiente manera:

El movimiento de la particula puede representarse en un plano cartesiano tomando
el tiempo sobre el eje horizontal y la posicién en cada tiempo sobre el eje vertical.
Ademss, para simplificar, podemos tomar h como unidad en el eje horizontal y d en
el eje vertical. De esta forma, los posibles movimientos de la particula son similares
a los de la siguiente figura:

A cada sucesion de puntos (1,.57), (2,.52), ..., (n,S,) la llamaremos una textbftrayec-
toria hasta el paso n.

Ahora bien, es claro que el nimero total de posibles trayectorias hasta el paso n
es igual a 2" y todas ellas tienen la misma probabilidad de ocurrencia. La relacion

P[S,=dr] = ( e ) 2% expresa entonces el siguiente resultado:
2

PROPOSICION 7.32. Sir € {—n,—n+2,...,n — 2,n}, entonces el nimero de posibles
trayectorias que conducen a la particula a la posicion (n,r) es igual a (& )
2

7.7.2. Retornos al origen.

DEFINICION 7.33 (Retornos al origen). Diremos que hay un retorno al origen en
el pason si S, = 0.

Obsérvese que si hay un retorno al origen en el paso n, entonces n es un nimero par.
Ahora bien, utilizando la imagen geométrica descrita en la subseccién 7.7.1, para que
no se presente ningtin retorno al origen hasta el paso n se requiere que, a partir del
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paso 1 y hasta el paso n, la particula se mantenga ya sea todo el tiempo por arriba del
eje horizontal, o bien todo el tiempo por debajo de éste. Como todas las trayectorias
hasta el paso n son igualmente probables, para calcular la probabilidad de que ocurra
alguna de las dos situaciones anteriores basta con contar el total de trayectorias que
producen su respectiva ocurrencia. La siguiente proposicion establece el resultado de
tal conteo.

PROPOSICION 7.34. Sea (n,r) un punto en el primer cuadrante que sea un posible
punto de paso de la caminata aleatoria, entonces el total de posibles trayectorias tales

que S1 >0, Sy >0, ..., S,-1 >0 y que conducen a la particula a la posicion (n,r),
. n—1 n—1\ _ r n

es tgual a (n;ﬂ_l) - (2%%) = ;(ny).

Demostracion

Como (n,r) es un posible punto de paso en el cuadrante positivo, se tiene r > 0y y
r € {n,n —2,...}. Ahora bien, llamemos Ki , al total de posibles trayectorias tales
que S; >0, S5 >0, ...,5,.1 >0y que conducen a la particula a la posicién (n,r);
K;: . es entonces igual al total de posibles trayectorias que van del punto (1,1) al
punto (n,7) y que no tocan el eje horizontal. Pero hay una correspondencia uno a
uno entre el conjunto de posibles trayectorias que van del punto (1,1) al punto (n,r)
y que tocan el eje horizontal con el conjunto total de posibles trayectorias que van del
punto (1,—1) al punto (n,7), pues dada una posible trayectoria 7 que va del punto
(1,1) al punto (n,7) y que toca el eje horizontal en el punto (¢,0), se le puede asociar
la trayectoria 7" que comienza en (1, —1) y conduce al punto (n, ), pasando por (t,0),
definida como el reflejo de la trayectoria 7 en el eje horizontal hasta el punto (¢,0) y
que coincide con 7 desde el punto (t,0) hasta el punto (n,r), como se ilustra en la

siguiente figura:

Con base en lo anterior, K;r’ . es igual al total de posibles trayectorias que van del

punto (1,1) al punto (n,r) menos el total de posibles trayectorias que van del punto
(1,—1) al punto (n,r). Pero hay tantas trayectorias que van del punto (1,1) (resp.
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(1,—1) ) al punto (n,r) como trayectorias que van del origen al punto (n — 1,r — 1)
(resp. (n — 1,7+ 1)), de manera que, por la proposicién 7.32, se tiene, para r # n:

Ko = (%) = () = (L) = Ggr) = 50 Gl) — 50 () = 2(d)
n,r — n+;‘72 n;'r — n;"‘,l n<2|»7' — 2n n;'r 2n n;r — n n~2l»'r

Ademds, como K7 =1, el resultado también se cumple para r = n.

PRrROPOSICION 7.35. La probabilidad de que no ocurra ningin retorno al origen hasta
el paso 2m, inclusive, es igual a (2m) L

m ) 22m

Demostracion

Sea p,, la probabilidad de que no ocurra ningin retorno al origen hasta el paso 2m,
entonces, utilizando la proposicién 7.34, se tiene:

pm:P[Sl7&0,527&0,...,327”7&0]
:P[Sl>0,SQ>0,...,SQm>O]+P[Sl<0,SQ<O,...,SQm<O]
:2P[Sl>0,52>0,...,32m>0]
:22?:1]3[51>0;52>07---,52m—1>0752m:295]

= g7 Lomt [(mpet) = Cora)] = 2 [() = (%50

=22 (") = 2= ()

, . . 2 . .
Obsérvese que si definimos p,, = ( m)% entonces, utilizando el corolario 6.48, se
m ) 22m> ) )
tiene:

, , 2m 1
lim, ;e 00 Pm = im0 ( )_

m ] 22m
I 7 (277’1,)' 1 _ s (2m)!\/m 1
= oo gy g2m = WMimesco S2m Gz 7w

—~

Y 2m)ly/m 1, 1 1y 1
- hmmwoo 22m (m!)2 hmmwoo \/_m - \/_; hmmwoo \/_m =0

PrROPOSICION 7.36. Para cualquier n € N, la probabilidad de que haya por lo menos
n retornos al origen es igual a 1.

Demostracion
Sea R, el paso en que ocurre el n-simo retorno al origen y definamos los eventos:

B,,: Ocurren menos de n retornos al origen.
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Ag: No ocurre ningin retorno al origen.

Ay No ocurre retorno al origen en ninguno de los primeros 2m pasos.

A,,: No ocurre ningin retorno al origen después del n-simo retorno al origen.

A No ocurre retorno al origen en ninguno de los 2m pasos que siguen al n-simo
retorno al origen.

De acuerdo con la proposicién 7.35, se tiene P [Ay] < P [AJ'] = p,, para cualquier m.
Por lo tanto, P [Ay] = 0.

Supongamos ahora que P [Ag] = P[A;] = --- = P[A;] = 0, entonces:
P[Bi] =P[AUA U UA] <Y PA]=0

Pero, si ocurre Bj_ |, entonces R}, es finito. Por lo tanto:

P[Rpy <o0] > P[Bf,] =1

Asi que, para cualquier m, se tiene:

P[Ap1] = PlAgsr, Rppr < 00 = 3777 PlAgya, Ry = 27]

< Z;il P [A?+1>Rk+l = Qj] - Z;il P [AZLH | Ry = 2171 PRy = 2j]
= S, PAR) P[Russ = 2j] = PIAR] S, P [Russ = 2)]

— PAY] P[Ris1 < o] = PIAT] = pn

Se puede concluir entonces que P [Ayy1] < limy,e. o0 P = 0.

Asi que, por el principio de induccién, P [A,] = 0 para cualquier n € {0,1,...}.
Finalmente, para cualquier n € N, se tiene:
P[B,)=P[AyUAU---UA, 4] <3 PIA]=0

Asi que, P[B] =1

COROLARIO 7.37. La probabilidad de que haya una infinidad de retornos al origen es
tqual a 1.

Demostraciéon

Definamos los eventos:
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B,,: Ocurren menos de n retornos al origen.
B: Se produce tnicamente un mimero finito de retornos al origen.
Obsérvese que By C Bo C --- y
B=U,_Bn=BU(By—B;)U(B3—By)U---
Asi que:
P(B) = P(B1) + P(By — B1) + P(Bs — By) +--- =0

7.7.3. Distribuciéon del tiempo del primer retorno al origen. Sea R el paso
en que ocurre el primer retorno al origen. Por la proposicién 7.36, P[R < oo| = 1.
Ademss, utilizando la proposicién 7.35, se tiene:

P[Rzzm}:P[Sl7&0,517&0,...,527”_17&0,527”:0]
:P[Sl#O,Sl#O,...,ng,g#O]—P[sl#O,Sl#(),...,sgm%()]
= W%(i;n:l?) _22%(2::) = 22”11*2 (2mﬁ§(2m) (2;:) _ﬁ(%;n)

= 231@122%(27:) - 22%(217?) = [272;?1 - 1] 22%(2:;) = 2n~01—12+m(2$)

7.7.4. Primer paso por un valor positivo.

PrROPOSICION 7.38. La probabilidad de que mo ocurra mingin paso por un valor posi-

. . . . . . 2
tivo en ninguno de los primeros 2m pasos, inclusive, es igual a (7;”)22%,1

Demostracién

P[S;1 <0,5,<0,...,5,, <0

= P[X;=-1,X<0,X,4+X35<0,..., X5 4 X5+ + Xop, <0
=P[X;i=-1P[X2<0,Xo0+X3<0,..., X0+ X5+ -+ Xy, <0
=3P[X1 <0, X1 +X2<0,...,. X1+ Xo+ -+ Xopg <0
=1P[51<0,5 <0,...,8m, 1 <0 =2P[S <0,9 <0,...,5,, <0
Asi que:

P[SlSO,SQEO,...,SQmSO]:QP[Sl<O,SQ<0,...,S2m<O]



230 7. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS
Ademss:

P[5 <0,5,<0,...,5;, <0 :%P[Sl # 0,50 #0,...,S9, #0]
Por lo tanto:

P[S1<0,8 <0,...,8, <0 =P[S; #0,%5% £0,...,5%mn #0 = (") 5

PROPOSICION 7.39. La probabilidad de que haya por lo menos un paso por un valor
positivo es igual a 1.

Demostracién
Definamos los eventos:
Ag: No ocurre ningtin paso por un valor positivo.

A7 No ocurre ningin paso por un valor positivo en ninguno de los primeros 2m
pasos.

Se tiene, P [Ag] < P [A}'] = pm para cualquier m € N, por lo tanto:

P [AO] < h,Hlmwoo Pm = 0

COROLARIO 7.40. Para cualquier n € 7Z, la probabilidad de que haya una infinidad
de pasos por la posicion z =n es igual a 1.

Demostraciéon

Para cada n € N, Sea Z,, el paso en el cual la particula alcanza el valor z = n por
primera vez, entonces, por la proposicién 7.39, P [Z; < oo] = 1.

Supongamos ahora que P [Z; < oo] = 1 para alguna k € N, entonces, con probabi-
lidad 1, la particula alcanza el valor z = k. Una vez que lo alcanza, se inicia una
caminata aleatoria del mismo tipo que la inicial pero partiendo de z = k, de manera
que, por la proposicién 7.39, la probabilidad de que esa caminata alcance el valor
z =k +1esigual a 1. Por lo tanto P [Z;1; < o] = 1.

Por el principio de induccién se puede concluir entonces que P [Z, < co] = 1 para
cualquier n € N. Por lo tanto, para cualquier n € N, con probabilidad 1, la particula
alcanza el valor z = n. Una vez que lo alcanza, se inicia una caminata aleatoria del
mismo tipo que la inicial pero partiendo de z = n, de manera que, por la proposicién
7.37, la probabilidad de que esa caminata visite el valor z = n una infinidad de veces
es igual a 1.
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Finalmente, definamos los eventos:
B,,: La particula pasa una infinidad de veces por la posicién z = n.

B: La particula pasa una infinidad de veces por la posicién z = n para cualquier
n € N.

Se tiene entonces:
P[B]=P[BfUBsU---] <Y P[B] =0

El caso z = —n se demuestra de manera similar y el caso z = 0 estd demostrado en
la proposicién 7.37. Combinando los tres casos se obtiene la conclusién deseada.

7.7.5. Distribucién del tiempo de primer paso por un valor positivo. Sea
Z el paso en el cual la particula alcanza un valor positivo por primera vez, entonces,
Z puede tomar tnicamente valores impares y, si m € N, entonces:

P(Z=2m—-1]= P[5 <0,...,5m-2<0,5;,-1>0]

Pero:

P[S1<0,...,89m-2<0,%;;,-1 >0+ P[S1 <0,...,5%m-2<0,S,-1 <0]
=P[5 <0,...,5m2 <0

Asi que:

P[S; <0,...,S5m-2<0,5,,1>0]

=P[S1<0,...,8m2<0—P[S <0,...,5m-2<0,5;,_1 <0]
=P[S1<0,...,5%m2<0]—P[S; <0,...,S,-2<0,5,, <0]

= = (o) — 2 ()

Por lo tanto:

PlZ=2m—1] = 227"%@::12) - 22%”(277” = 22m (znT) [2n2Z1 - } = 277117122%(2::)

-
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EJERCICIOS

EJjercicio 7.1. Cada dia el precio de una determinada accion sube o baja una unidad
con probabilidades de % Y }1, respectivamente. sCudl es la probabilidad de que en 6
dias el precio de la accion regresard a su valor original?

EJERCICIO 7.2. Asumiendo que la probabilidad de que un hijo procreado por una
pareja sea nino es iqual a %, ;qué evento es mas probable, que una pareja con 4 hijos
tenga 2 hombres y 2 mujeres, o bien 3 hijos de un sexo y 1 del otro?

EJERCICIO 7.3. ;Qué evento es mds probable, obtener por lo menos un 6 al lanzar 6
veces un dado, por lo menos 2 seises al lanzar 12 eces un dado, o bien por lo menos
3 seises al lanzar 18 veces un dado?

EJERCICIO 7.4. Se quiere transmitir un mensaje que consiste de uno de los dos digitos,
0 6 1. Debido a la estdtica, un digito transmitido es recibido incorrectamente con
probabilidad igual a 0.2. Para reducir la probabilidad de error, en lugar de transmitir
el digito 0 se trasmite la secuencia 00000 y en lugar del 1 se transmite 11111. Quien
recibe el mensaje decide que el digito que se transmitié fue aquel que recibid por lo
menos 3 veces. ;Cudl es la probabilidad de que el mensaje sea recibido correctamente?

EJeRrcicio 7.5. Considere el dispositivo que se muestra en la figura de abajo, en el
cual cada punto representa un clavo colocado verticalmente. Cuando se hace pasar
una pelotita entre los dos clavos de la parte superior, ésta golpea el clavo del nivel
sigutente y con probabilidad % continia su camino por el hueco de la derecha o el
de la izquierda. Este proceso continia hasta que la pelotita cae en alguna de las 5
cajas de la parte inferior. Si se realiza este proceso con 1,000 pelotitas de manera
independiente, ;aprorimadamente cudntas de ellas caerdn en la caja nimero 27
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EJERCICIO 7.6. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n ypy sea k un numero entero entre O y n. FEncuentre el valor de p que hace que
P(X = k) sea un mdzimo.

EJERCICIO 7.7. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n y p. Demuestre que la probabilidad de que X tenga como valor un nimero impar

es igual a % [1—(¢—p)"]

EJjErCICIO 7.8. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de parametros
n yp. St se sabe que el valor de X es k, ;cudl es la probabilidad de que ocurra cada

uno de los (Z) arreglos de k éxitos yn — k fracasos?

EJERCICIO 7.9. Dos jugadores de ajedrez, A y B, juegan una serie de juegos con la
condicion de que A ganard la serie si gana 12 partidas antes de que B gane 6, de
otra manera, B gana la serie (los empates no cuentan). Si la probabilidad de que A
le gane una partida a B es igual a % y la serie se interrumpe cuando A ha ganado 7
Juegos y B 4, squién merece ser nombrado el ganador?

EJjercicio 7.10. Un fumador tiene dos cajas con N cerillos cada una. Cada vez que
necesita un cerillo, selecciona al azar una de las cajas y lo toma de ahi. Sea X el
numero de cerillos que le quedan en el momento en que encuentre que la caja que
selecciona ya no tiene cerillos. Encuentre la distribucion de X.

EJjeRrRCICIO 7.11. Supongamos que, para n > 1, una pareja tiene n hijos con probabi-
lidad 1gual a ap™, en donde 0 < o < % y 0 < p < 1. Supongamos ademds que cada

uno de los hijos es hombre o mugjer con probabilidad igual a % Para k € {1,2,...},
scudl es la probabilidad de que una pareja tenga por lo menos k hijos, de los cuales k
exactamente sean mujeres?

EJERCICIO 7.12. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion geométrica de pard-
metro p. Encuentre P(X > x) para todos los enteros no negativos x.

EJERCICIO 7.13. Sea X una variable aleatoria discreta que toma unicamente valores
enteros no negativos y tal que, para cualquier entero mo negativo n, se tiene:

P X=n|X>n—-1=P[X =0]

Demuestre que X tiene distribucion geométrica.

EJERCICIO 7.14. Se quiere seleccionar a una persona de entre n. Para ello, cada
una lanza una moneda y se conviene en que si alguna obtiene un resultado distinto
al de las otras, entonces esa persona es la seleccionada; de otra manera se vuelven a
lanzar las monedas bajo las mismas condiciones. Encuentre la probabilidad de que la
persona sea seleccionada en el intento nimero k.
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EJerCICIO 7.15. Dos basketbolistas, A y B, juegan a lanzar por turnos una pelota
sobre el aro, deteniéndose en el momento en que uno de ellos logre acertar. En cada
uno de sus turnos, los jugadores A y B tienen probabilidades de acertar iguales a
p1 Y pa2, respectivamente. Sean X y Y los miumeros de tiros que realizan A y B,
respectivamente, sin contar el iltimo, hasta que se termina el juego. Asumiendo que
todos los lanzamientos son independientes y que el primero en tirar es A, argumente,
sin realizar cdlculos, para mostrar que la distribucion de Y es geométrica. Encuentre
la funcion de densidad de X y el pardmetro p de la distribucion de Y .

EJERCICIO 7.16. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
A. Demuestre que la probabilidad de que X tenga como valor un nimero impar es
igual a § [e* —e™].

EJERCICIO 7.17. Supongamos que el nimero de accidentes que tiene una persona en
un ano tiene distribucion Poisson con pardmetro X\, de tal manera que, en una cierta
poblacion, A = 2 para el 60% de personas y X = 3 para el 40%. Si X es el nimero de
accidentes en un ano de una persona seleccionada al azar, encuentre la distribucion
de X.

EJjeRrcIciO 7.18. Utilice la aproximacion de Poisson para calcular la probabilidad de
que en una caja de 100 cerillos se encuentren a lo mas 2 cerillos defectuosos si 3%
de los cerillos que se producen son defectuosos.

EJERCICIO 7.19. Los astrénomos estiman que en la Via Lactea hay alrededor de 100
billones de estrellas las cuales tienen planetas a su alrededor. Sea p la probabilidad
de que en un sistema solar determinado haya vida inteligente. jPara qué valores de
p la probabilidad de que haya vida inteligente en algin sistema solar de la Via Lactea
es mayor que %?

Ejercicio 7.20. Supongamos que el nimero de huevos, X, que pone un insecto tiene
distribucion Poisson con pardmetro \ y que la probabilidad de que un huevo se desa-
rrolle es igual a p. Sea Y el nimero de huevos que se desarrollan. Demuestre que Y
tiene distribucion Poisson con pardmetro \p.

EJERCICIO 7.21. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson de pardme-
tro A. Para un nimero entero positivo k fijo, encuentre el valor de A que hace que
P(X = k) sea un mdzimo.

EJjercICIO 7.22. En una fdbrica se empacan cajas de cereal con pasas mezclando
primero, en un gran recipiente, el cereal con las pasas y de tal manera que cada caja
contenga, en promedio, 12 pasas. Estime la probabilidad de que una caja de cereal,
seleccionada al azar, contenga menos de 7 pasas.

EJjercicio 7.23. Un libro de 500 paginas contiene 500 errores de imprenta. FEstime
la probabilidad de que una pagina, seleccionada al azar, contenga 3 o mas errores.
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EJERCICIO 7.24. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, dos bolas de una caja que contiene N bolas marcadas con los nimeros 1,...N.

Sea X el mayor de los dos nimeros de las bolas seleccionadas. Encuentre la funcion
de densidad de X .

EJERCICIO 7.25. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reem-
plazo, 3 niumeros del conjunto {1,...,N}. Sea X el menor de los nimeros selec-

cionados, Z el mayor de ellos y'Y el nimero intermedio. Encuentre las funciones de
densidad de X, Y y Z.

EJERCICIO 7.26. Un estudiante va a presentar un examen, el cual consistird de 5
prequntas seleccionadas al azar de entre 10 que el profesor les dejo estudiar. Si el
estudiante prepara tunicamente las respuestas de 8 de las 10 preguntas, scudl es la
probabilidad de que responda bien por lo menos 4 preguntas del examen?

EJERCICIO 7.27. Utilice la identidad (1 +t)""* = (1 +1¢)"(1 +t)® para demostrar que
si la variable aleatoria X tiene distribucion hipergeométrica, entonces:

S PIX =k =1

EJERCICIO 7.28. Supongamos que 5 personas, incluidas A y B, se sientan al azar en
5 sillas colocadas en hilera y sea X el niumero de personas colocadas entre A y B.
Encuentre la funcion de densidad de X .

EJERCICIO 7.29. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad dada por

f(g:):{ L size{23,..)

0 en otro caso

en donde c es una constante. Encuentre el valor de c y la probabilidad de que X tome
como valor un niumero par.

EJERrcICIO 7.30. Demuestre que la funcion dada por:

—— L ¢ gre{l,2...
fx(z) = { 0 In(1—q) = { 1

en otro caso

es una funcion de densidad, en donde q € (0, 1].

EJjerCICIO 7.31. Sea X una variable aleatoria uniformemente distribuida en el con-
gunto {0,1,....,99}. Calcule :

a) P(X > 25)
b) P(2.6 < X <12.2)
¢) PB< X <10 6 30 <X < 32)
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d) P(25 < X < 30)

EJERCICIO 7.32. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un nimero
entero entre 0 y 99 (inclusive). Sea X la suma de los digitos que se obtienen. En-
cuentre la funcion de densidad de X .

EJjerRCICIO 7.33. Sea X y Y dos variables aleatorias independientes, X con distribu-

cion uniforme en el conjunto {1,..., N}, Y con distribucion uniforme en el conjunto
{1,..., M}, en donde N < M. Encuentre P|X <Y]| y P[X =Y.

EJERCICIO 7.34. Sea X wuna variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,..., N}, en donde N es un entero positivo y sea M < N otro entero positivo.
Encuentre la funcion de densidad de Y = max(X, M).

EJERCICIO 7.35. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,...,N}, en donde N es un entero positivo y sea 1 < M < N otro entero
positivo. Encuentre la funcion de densidad de' Y = min(X, M).

EJjercicio 7.36. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con

distribucion uniforme en el conjunto {1,..., N}. Encuentre la funcion de densidad
de Z = méx(X,Y).

Ejercicio 7.37. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, X con dis-
tribucion geométrica de pardametro p, Y con distribucion Poisson de pardmetro \. a)
Encuentre P[X <Y] y P[X >Y]. b) Determine los valores de p y A para los cuales
PX>Y]>P[X <Y].

EJjercicio 7.38. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion geométrica de pardmetro p. Encuentre a) P[X <Y] y P[ X =Y] y b)
la funcion de densidad de Z = min(X,Y).



CAPITULO 8

VARIABLES ALEATORIAS ABSOLUTAMENTE
CONTINUAS

La doctrina de los azares puede ser una ayuda para curar
una especie de supersticion, la cual ha estado arraigada
por mucho tiempo en el mundo, a saber, que hay en los
juegos algo como la suerte, buena o mala.

Abraham de Moivre

8.1. Distribucién uniforme continua

DEFINICION 8.1 (Distribucién uniforme en (a,b)). Se dice que una variable
aleatoria X tiene distribucion uniforme en el intervalo (a,b) si la funcion:

A siz € (a,b)
— b—a )
fX(x) o { 0 en otro caso

es una funcion de densidad de X .

Una distribucién uniforme en el intervalo (0,1) no es otra cosa que la medida de
Lebesgue en ese intervalo (ver seccién 5.7). En efecto, sea X una variable aleatoria
con distribucién uniforme en el intervalo (0,1) y J un intervalo (de cualquier tipo),
de extremos ¢ y d, contenido en el intervalo (0, 1), entonces:

PIXelJ=[Yde=d—c=1(J)

en donde [(.J) denota la longitud del intervalo J.

Pero, de acuerdo con la proposicién 5.52, la medida de Lebesgue es la tinica medida
de probabilidad, definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles contenidos en el

237
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intervalo (0, 1), que asigna a cada intervalo su longitud. Por lo tanto, si m denota a
la medida de Lebesgue, se tiene P [X € A] = m(A) para cualquier conjunto Lebesgue
medible contenido en el intervalo (0, 1).

La distribucién uniforme continua surge como una extensién al caso continuo del
concepto de equiprobabilidad. Se encuentra esta distribucién, por ejemplo, en un
articulo de Thomas Bayes publicado en el ano 1763 ( “An essay towards solving a
problem in the doctrine of chances”, Philos. Trans. Roy. Soc. London Ser. A 53,
1763, reproducido en Biometrika 45, 1958) en el cual, dado un recténgulo ABCD,
con base el segmento AB y altura el segmento AC, Bayes consideré el experimento
aleatorio que consiste en lanzar una bola W sobre el rectangulo, de tal manera que
haya la misma probabilidad de que la bola caiga en cualquiera de dos partes iguales
del rectdngulo.

A S B

A través del punto en donde cae la bola W, se traza una recta paralela a AC, la cual
corta al segmento AB en el punto s. Encontré entonces que la probabilidad de que
el punto s caiga entre cualquier par de puntos del segmento AB es igual a la razén
de la distancia entre los dos puntos a la longitud del segmento AB. Es decir, mostré
que la distribucién del punto s en el segmento AB es uniforme.

De manera general, la distribucién uniforme se obtiene al considerar el experimento
aleatorio consistente en la eleccién al azar de un numero real en el intervalo (a,b)
y definiendo X como el nimero que se obtiene. La. eleccién al azar se interpreta
en el sentido de que dos subconjuntos del intervalo (a,b) que se puedan sobreponer
geométricamente uno sobre el otro deben de tener asignada la misma probabilidad.

Ya estudiamos este tipo de experimentos en la seccién 5.2, y ahi encontramos que si
J es un intervalo de cualquier tipo, de extremos ¢ y d, contenido en (a, b), entonces:
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PXeJ =&

Por lo tanto:

0 siz<a
Fx(z) =P X <z]l=( 2 sia<z<b
1 siz>b

Asi que, una funcién de densidad de X estd dada por:
1 .
_ [ size(ab)
fx(@) { 0 en otro caso

EJEmpPLO 8.2. Consideremos el experimento aleatorio consistente en la eleccion al
azar de un numero real en el intervalo (0,1) y sea X el niimero que se obtiene. ;Cudl
es la probabilidad de que a) X sea un niimero racional? y b) X pertenezca al conjunto
de Cantor?

Solucion

a) Como P [X = z| =0 para cualquier x € R y el conjunto de los niimeros racionales
es numerable, la propiedad de la aditividad numerable nos permite concluir que la
probabilidad de que X sea un nimero racional es iqual a 0.

b) Sea C el conjunto de Cantor, entonces:

0.1 -C= (DU 2)U(E UG R UG HUEDUE DU

Ast que:

A

La distribucién uniforme puede también obtenerse dentro del contexto de los ensayos
de Bernoulli. Supongamos que se realiza una sucesién infinita de ensayos de Bernoulli
independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a % Los
posibles resultados de este experimento aleatorio son entonces sucesiones infinitas (cx)
de éxitos y fracasos, los cuales pueden ser representados por 1’s y 0’s, respectivamente.
Siw = (cx), definamos X (w) = > 7, 5. En otras palabras, cada sucesion (¢;) se
estd viendo como el desarrollo en base 2 de un nidmero real en el intervalo [0,1] y
X (w) es precisamente ese nimero real.
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Para obtener la distribucién de X, observemos primero que P[X =] = 0 para
cualquier nimero real x. En efecto, llamemos Xj al resultado del k-ésimo ensayo
de Bernoulli. Entonces, dado cualquier posible resultado w = (c), se tiene, para
cualquier n € N:

P[{w}]:P[Xl:Cl7X2:C27“'7Xn:C7Z7"‘]
SP[)(l:Cl,)(g:CQ,...,)(n:Cn]:P[)(l:Cl]P[AXPQZCQ]"'P[AX}L:Cn]:i
Por lo tanto, P [{w}] = 0.

Ahora bien, dado un numero real x € [0,1], el evento [X = z| ocurre si y sélo si se
obtiene como resultado una sucesién w = (¢y), la cual representa al nimero = escrito
en base 2. Pero cada punto z tiene a lo méds dos desarrollos en base 2, es decir,
el evento [X = z] estd formado por a los mas dos posibles resultados del espacio
muestral, cada uno de los cuales tiene probabilidad 0. Por lo tanto P [X = z| = 0.

Para cada n € N, consideremos ahora un intervalo de la forma (2%, %), con 0 <k <
2™. Asociada a tal intervalo existe una tnica coleccién de n 0’s y 1’s, ¢q, ¢, ..., Cp,
tal que un punto z pertenece al intervalo (2%, %) si y s6lo si tiene un desarrollo en

base 2 de la forma x = 0.ci¢cy ... ¢, . ... Por lo tanto:

P[XG(Q%,%)] :P[Xl:CI,X2:C27,,_’XTL:C”]

:P)[AX.'l:Cl]P[)(QICQ]P[)(n:Cn]:L

Es decir, la probabilidad del evento [X € (2%, w)] es igual a la longitud del intervalo

k. Ek+1 >
(372 %)

2ny  9n

Finalmente, dado un intervalo (a,b) C (0,1) y ¢ > 0, sea n € N tal que 2% <

min {5, ”TT“, a,1l — b}, r el mas pequeno nimero entero no negativo £ tal que 2% € (a,b)
y M el mas grande nimero entero no negativo k tal que ’”;r—nk € (a,b). Consideremos
los intervalos I = (4=, 5H), I, = (552, 52), ..., Iy = (“52=L, =), Entonces (a, b)

y(a, =) UL UL U---UIyU ("M b) difieren tinicamente por un nimero finito de
puntos, asi que:

PIX € (a,)] = oL £(1) + P[X € (a, )] + P[X € (552,0)]

C[(a,0)] = Yooly €(Te) + € [(a )] + £ [(=52L, )]

Adems3s:

0<P[X € (a,4)] +P[X e (51 0)

an )
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27L Y 2n 2’)1

<P[Xe(52 )] +P[Xe (M ] = 2 <2
<

Clla, )] +C[(5M0)] < & < 2

0< P[X € (a,b)] — S0 U(I,) < 2¢

0 < £[(a,b)] = Sopl, £(Ix) < 2¢

Por lo tanto:

|P[X € (a,b)] —l](a,b)]| <2e

Como esto es valido para cualquier € > 0, se puede concluir que:

P[X € (a,b)] = {[(a,b)]

8.2. Distribucién normal

DEFINICION 8.3 (Distribucién normal). Sean i, 0 € R, cono > 0. Se dice que una
variable aleatoria X tiene distribucion normal con pardmetros p y o2 si la funcion:

fx(z) m/g p{ }

es una funcion de densidad de X .

Verifiquemos que esta funcion, asf definida, es una funcién de densidad:
fOOOOUlQWexp{ s (r—p }dx—\/lgffoooe’yz)dyzl

La integral indefinida [ e*dey no se puede expresar en forma cerrada, de ahi que

para evaluar una integral definida fab e_dey se tenga que recurrir a métodos numéri-
cos. Por esta razén es comin encontrar tablas que contienen evaluaciones de ese
tipo de integrales para diferentes intervalos. Con el objeto de no tener que recurrir a
una tabla diferente para cada valor de y y o, para evaluar una integral de la forma
f: exp {—#(az — /1)2} dx, es conveniente reducir ésta, mediante un cambio de varia-

ble, a una de la forma f: e’%yzdy. De manera equivalente, una variable aleatoria
con distribucién normal de pardmetros i y o2 se puede transformar, de manera muy
simple, en una con distribucién normal con pardmetros 0 y 1. Esto se formula en la
siguiente proposicion:



242 8. VARIABLES ALEATORIAS ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

PROPOSICION 8.4. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de pardme-
tros u y o, entonces Y = % tiene distribucion normal con pardmetros 0 y 1.

Demostracién
Fy(y)=PY <yl=P[** <y| = P[X < p+oy] = Fx(u+0oy)
Por lo tanto, una funcién de densidad de Y estd dada por:

Ir(y) = GFy (W) = G Fx(n+oy) = ofx(p+oy) = - exp {—3y°}

DEFINICION 8.5 (Distribucién normal estdndar). Se dice que una variable aleato-

ria X tiene distribucion normal estdndar si su distribucion es normal con pardmetros
2

nw=0yo°=1.

Dada una variable aleatoria X, con distribucién normal, la proposicién 8.4 permite
calcular cualquier probabilidad de la forma P [a < X < b], mediante una tabla corres-
pondiente a la distribucién normal estdndar.

. . ., . . ., _1.,2 ..
Otra simplificacién se obtiene al considerar que la funcién e~ 2¥" es simétrica con
respecto al eje vertical, lo cual implica, en particular, que:

\/% ffoo e_%yzdy = \/% fooo e_%y2dy =0.5

\/%7 [ e~V dy = \/LQ? [ e~3v’dy para cualquier a > 0
\/% f_oa e 2V dy = \/% Iy e~2¥"dy para cualquier a > 0

En la pagina 403 se presenta una tabla de la distribucién normal estdndar. Nétese que
, . . . 1 a _1,2

ésta contiene las evaluaciones de integrales de la forma ors fo e 2¥ dy para a € {0.00,
0.01, 0.02, ..., 3.90}.

Para z > 0, definamos:

Para valores de z € (0, 3.9), que no pertenezcan al conjunto A = {0.00,0.01,...,3.90},
se puede obtener una aproximacién de ®(z) a partir de los valores de ® en los dos
puntos, 21,2 € A entre los cuales se encuentra z. Para esto, se considera la recta
en R? que une los puntos (z1, ®(21)) con (22, ®(22)); si (z,u) se encuentra sobre esa
recta, entonces u es una aproximacién de ®(z). Por ejemplo:
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- ®(1.37)—d(1.36)
$(1.367) ~ $(1.36) + 2LI-2UI0) (7 367 1 36)

= 0.4131 + %4RE0-431 (1 367 — 1.36) = 0.41422

EJEMPLO 8.6. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros
p=24yoc?=16. Encuentre P2< X <3], P[-1<X <0.5], P[X>-15] y
PX > 3.1].

Solucion

Pl2< X <38 =P |22 < 20 3524] _ P [-0.316 < X2 < 0.474]

= $(0.316) + $(0.474) ~ 0.12398 + 0.18224 = 0.30622

V1.6 o V1.6
= (13(2.688) — @(1.502) ~ 0.49638 — 0.43346 = 0.06292

P[-1< X <05] = P [=L24 < X2 c 05224) _ p 9688 < X4 < —1502]

PIX > —15] = P [ > =Li=24] _ p[X2 > _3083] = 0.5 + ©(3.083)

= 0.5+ 0.499 = 0.999

PIX > 3.1 = P |2 > 3124] _ p X2 5 0.553] = 0.5 — 9(0.553)

~ 0.5 —0.20985 = 0.29015
A

La distribuciéon normal es una de las distribuciones méds importantes, tanto en la
Estadistica como en la Teorfa de la Probabilidad, pues aproxima a muchas otras
distribuciones. De hecho, surgié como una distribucién limite, siendo Abraham de
Moivre el primero en obtenerla como una aproximacién de la distribucién binomial.
Esto lo hizo en su trabajo titulado “Approximatio ad summam terminorum binomii
(a+b)n in seriem expansi”, publicado en 1733, en el cual investigé las desviaciones
que se presentan entre la frecuencia relativa de ocurrencia de un evento A en n
repeticiones del experimento correspondiente y la probabilidad de ocurrencia de A.
Msds tarde Laplace complementé ese trabajo, por lo cual actualmente se le conoce
como el teorema de de Moivre-Laplace.

El resultado de de Moivre-Laplace constituye el segundo de los llamados teoremas
limite de la Teoria de la Probabilidad. Este resultado y el de Bernoulli (ver proposi-
cién 7.4) marcaron la pauta para el desarrollo posterior de la Teoria de la Probabi-
lidad, concluyéndose su estudio apenas a principios del siglo XX con la formulacién
general de los teoremas limite.
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Dentro de la teoria moderna, el teorema de de Moivre-Laplace es tinicamente un
caso particular del teorema del limite central. Sin embargo, resulta ilustrativa una
demostracion directa, la cual puede realizarse con la herramienta que se tiene desa-
rrollada hasta este momento.

8.3. Teorema de de Moivre-Laplace

TEOREMA 8.7 (Teorema local de de Moivre-Laplace). Para cadan € N, sea X,
una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y p € (0,1). Dados
a y b dos niumeros reales tales que a < b, definamos, para cada entero no negativo k

tal que np + ay/npq < k < np + b\/npq, Tk, = ]f/nlpz, entonces:

P[X,, =k]

lim,, . o0

C—— | = 1 uniformemente en k.
V2m /mpq 2%k,n

Demostracién
Por la férmula de Stirling, se tiene, para cualquier m € N:

_ m_,—m Hm
m! = v/2mm™e”"/me’™, en donde —— < 0,, < -— 12m

12m+1 +1

Por lo tanto, para k € {0,1,...,n}, se tiene:

PX, =kl = ()r" (1 —-p)" " = (1 —p)" "

n\/*een n—k
T 2k ek (n—k)n—F/m—feePn— D (1 - D)

/np [ ng np nq " k  0n—0,—0,_4
«/27|-1/np n— k €

Ahora bien, si k satisface np + a/npq < k < np + by/npq, entonces ng — b/npq <
n —k < nq — a/npq, asi que:

np o~ __mp

" <L L —
np+by/npqg — k — npta/npq

nqg—a./npq — — ng— b«/np

On = Ok = Oni < O + 0k + 0k < 35 (5 + 5+ 72%) §1—12<5+np+;m+nq_,}¢m)

Por lo tanto:

My 00 /24 /%69”*9’“*9“*’“ = 1 uniformemente en k.
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Sea ahora H,(k) = (%)k (%)”"C

Obsérvese entonces que:

k. _ mpt+Ten/1mPq q
np np _1+‘rkv”\/ np

n—k __ N4q—Tkn/NPq __ p
o T e T TS
Asi que:

In H,, (k) = —(np + Tk ny/1pq) In <1 + :E;m\/nzp) — (ng — 2k n/npq) In (1 — Tkom n%)

Pero, existen C' y N tales que:
g ) = 4q _

In <1+x,/np> =y\/ 0

In (1 -z, /n%) =—z,/L - %n%xQ + B, (z)

en donde n+/n |A,(z)| < C, ny/n|B,(z)| < C paran > Ny x € [a,b)].

La?+ A, (z)

np

[N

Por lo tanto:

In H, (k) = —(np + Tgn/1pq) [ka /nip — %nipxijn + An(xkn)]
—(nq — Tk n\/1Pq) [—azk,n R T Bn(l'k:,n)}

= _%xi,n - (np + Tkny/ TLPQ)An(xk,n) - (nq — TknA/ nPQ)Bn(xk,n)
Ahora bien:

bt e v
Asi que:

lim,, . 00 ‘(np + wkn\/n_pq)An(xkn)‘ = 0 uniformemente en k.

De la misma manera:

lim,, . 00 ‘(nq — Thony /npq)Bn(xkﬁn)} = 0 uniformemente en k.

Por lo tanto, si G, (k) = exp [—(np + Tk /T0PG) A () — (NG — Ty /npq)Bn(a:k,n)],
entonces lim,,.., G, (k) = 1 uniformemente en k y H,(k) = Gn(xk,n)e_%xim.
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Asi que:

liInTL«Hoo \% 27T\/nqu [Xn = k] e%xi,n
= limy,. 00 \/%7_\/ %\ / % (%)k (%)n_k eenfekfenfke%xiw
= im0 /5y %eenfekfe"”“ffn(k)e%“?n = iMoo /5 e T Gl (k)

= lim,,. o <\/%, /%een*ek*enf’ﬁ lim,,...o G, (k) = 1 uniformemente en k.

COROLARIO 8.8. Para cada n € N, sea X,, una variable aleatoria con distribucion
binomial de parametros n y p € (0,1) y k un entero no negativo tal que k < n.
Entonces:

lim,,.oo P [X,, = k] = 0 uniformemente en k
Demostracién

Recordemos que si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de pardme-
tros n y p, entonces los términos P [X = k] crecen con k hasta alcanzar su maximo
valor cuando np+p — 1 < k < np + p, después de lo cual decrecen con k. Entonces,
para probar el resultado, basta con demostrar que el término méximo tiende a cero
cuando n ~ oo. Para cada n € N, sea k,, un entero no negativo tal que:

P[X, = k,) = max {P[X,, = k] : k es un entero no negativo tal que k < n}

Entonces, tomando n suficientemente grande, se tiene np — \/npq < k, < np+ /npq.

Asi que, por el teorema local de de Moivre-Laplace, si z,, = *2="2 entonces:
) b n \/W )

V27 \/mpqP[ X r=kn] 1

exp{f%x%}

Perop—1 < k, —np < p, asi que lim,,.., x,, = 0. Por lo tanto, lim,,.. ., exp {—%xi} =
1 y entonces:

lim,,.o V27m/npgP [ X, = k,] =1

lo cual implica que lim,,.., P [X,, = k,] = 0.

lim,, .

El teorema local del limite puede utilizarse para encontrar aproximaciones de la fun-
cién de densidad de una variable aleatoria con distribucién binomial. Para esto, en
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k—n
Vnpq®

i}

la bisqueda de una estimacién de una probabilidad P [X = k], se define xy,, =

De esta forma, se tendrd P [X = k] ~ \/T%\/Lﬂe_%mim. Es decir:

2
Obsérvese ahora que la funcién f(z) = :qu\/% exp {—% (%) } es una funcién de

densidad de una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros y = np y

0% = npq. De esta manera se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 8.9. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
trosn yp € [0,1] yx €{0,...,n}, entonces P|X = x| = f(x), en donde f es una
funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros
p=mnp yo* = npq.

De acuerdo con el teorema local del limite, la aproximacién serd mejor cuando k esté
mads cerca de np.

EJEMPLO 8.10. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de parametros
n=>50yp= %. Entonces, de acuerdo con el tltimo corolario, para x € {0,...,50},
se tiene:

(@)~ 3o {5 (- 3)')

Con el objeto de comparar los valores exactos de una funcion de densidad binomial
con sus valores aprorimados por medio de una densidad normal, a continuacion se
muestran las grificas que se obtienen con ambos valores. Con el objeto de apreciar
mejor la aprorimacion, la grdifica de los valores exactos de la densidad binomial fx
se ha trazado para todos los valores reales de x comprendidos en el intervalo [0,50].
Para esto se ha expresado fx en la forma:

fx(*) = rerrey (1) (3™

La linea sélida corresponde a los valores exactos, mientras que la linea punteada co-
rresponde a los valores aprorimados.
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De acuerdo con las grificas, la aprorimacion es bastante buena y pareciera que es
mejor en las colas de la distribucion que en el centro de ella. Sin embargo, esto no es
ast pues si bien el error absoluto que se comete con la aproximacion es mdas grande
en el centro de la distribucion, el error relativo es menor en esa misma region. Por
ejemplo, se tiene:

PX =2] = (})(.25)%(.75)* = 7.7083 x 10°
PX =10] = (50)(.25)19(.75)% = 0.09 8518

Mientras que, utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

2

PIX =10~ 2 /L exp {~4 (10— )"} = 0.09336

Para el caso de P[X = 2], los errores absolutos y relativos que se cometen con la
aproximacion estan dados, respectivamente, por:

PIX =2~ 2/t exp{-4 (2~ %)} = 36414 x 104

€q = 3.6414 x 107* — 7.7083 x 107° = 2.8706 x 1074

= €q _ 2.8706x10~% _
= Tro8sx107F — 7r0s3x10°5 — o124

67‘
Por otro lado, para el caso de P[X = 10|, se tiene:
e, = 0.09336 — 0.098518 = —5.158 x 1073

_ es  _ -5158x1073 _
€r = Goossis —  oossis ~ — —0-052356
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Entonces, efectivamente, en el primer caso, el error absoluto es menor, pero el error
relativo es mucho mayor.

A

Cuando n no es grande, la aproximacién no es muy buena. Por ejemplo, a continuacién
se presentan las graficas de los valores exactos y aproximados para el caso de una

variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n =12 y p = ;11.

TEOREMA 8.11 (Teorema integral de de Moivre-Laplace). Sean a y b dos
numeros reales tales que a < b y, para cadan € N, sea X,, una variable aleatoria con
distribucion binomial de parametros n y p € (0,1). Entonces:

{ Xn—np — 1 (b —1a?
lim,, .00 P a<\/rpq<b]—mfaez dx
Demostracion
i k—np _ k-np
Para cada entero no negativo k tal que a < T < b, definamos zy e Y

V2 /mpgP[Xn=k
k) = SSPRET

P[X,=k]= \/;qu\/%? exp {—%xin} 14 a(n, k)]

— 1, entonces:

Asi que:

Xn—n _ —
P [a < < b} - Z{ke{O,l,...,n}:a<’i’/_7:%<b} P X, = K]

_ 1 1 1
- E{kE{O,l,...,n}:a<$k7n<b} WE exp {_Exz,n} [1 + a(”’ k)]
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Ahora bien, obsérvese que el conjunto P = {zy, :k € {0,...,n},a <z, < b} U

{a, b} forma una particién del intervalo [a, b], de manera que si P = {yo, Y1, - - - Ym },

cona=1yy <y <--- <Yy, =0>, entonces ||P|| =max{y; —y;_1:5€{l,...,m}} =
1 .

Jpg Y

1 1
(yl o G) \/_27 €xp {—5612} + Z{ke{O,l,...,n}:a<£Ek,n<b} \/%TJQ\/LQ? exXp {_%’1’27”}

i 7o O {3} 4 (0= ) S exp {0 )

=20 (Y5 — Y1) = exp {—3y5 1}

constituye una suma de Riemann de la funcién \/LZ? exp {—%QL‘Q}, correspondiente a la
particiéon P. Ademads:

0< (4 —a) e exp {42} <

1 1
V2m \V/Npq /27

1 1 1,2 11
0= (m - b+ym—1) 75 P {=3¥n ) < G v
Por lo tanto:
/ 1 1 1,.2
hmnwoo Z{ke{o,l,...,n}:a<mk7n<b} \/nT)q\/T? exp {_ixk,n}
= 1m0 50y (Y5 — Y1) \/%7 exp {—5%2;1}
— im0 (y1 — a) \/L?? exp {—%(ﬁ} + im0 <\/7+Tq —b+ ym_l) \/% exp {—%yfnfl}
= \/%7 f; e 2% dy
Por otra parte, de acuerdo con el teorema local de de Moivre-Laplace, lim,,.. o, a(n, k) =
0 uniformemente en k, es decir, dada ¢ > 0, existe N tal que sin > N y k es un

entero no negativo tal que np + a/npq < k < np + b\/npq, entonces |a(n, k)| < e.
Asf que, para n > N, se tiene:

1 1 1
Z{kE{O,...,n}:a<xk’n<b} \/@\/T? exp {_ix%,n} Of(’)’L, k))
S Z{ke{o,...,n}:a<ka<b} \/rlﬁ\/% exp {_%‘T%,n} ’a(n7 k)|

1 1 1
<€ Z{ke{o,...,n}:a<xk7n<b} /g /27 exXp {_ixi,n}

Por lo tanto, para cualquier € > 0, se tiene:
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; 1 1 1
000 | 32 ke 0, mpacay, <t} vims var ©P {—5%%n ) @, ’f)‘

; 1 1 1 b 12
< iMoo 3 fhefo . mpacar <} vim var P {300} = oz Jo €2 dw <€
Asi que:
Z. ].. 1 1 JR—
hmnwoo Z{ke{o,...,n}:a<a¢k,n<b} \/rﬁﬁ exXp {_ixi,n} a(n> k) =0

Por lo tanto:

’ Xpn—np
lim,,.o0 P [a < e < b

= im0 Z{ke{o,.“,n}:a<mk,n<b} \/%T;q\/% exp {—327 .} [1 4+ a(n, k)]
= limy,.. o0 Z{ke{o,l,...,n}:a<zk,n<b} \/n;ﬂ\/% exp {—377,, }

+ iy, o0 z{ke{o,l,...,n}:a<xk,n<b} \/%\/%7 exp {—37%,,} a(n, k)

fab e~ 3% dx

_ 1
T Vo
]

COROLARIO 8.12. Sea a cualquier nimero real y, para cada n € N, sea X, una
variable aleatoria con distribucion binomial de pardametros n y p € (0,1). Entonces:

., Xn—np _ 1 co 12
lim,, .00 P [—\/qu > a] = 75 [Ze 2" dx
’ Xn—np 1 a _ 1.2
lfm,,....o P [—Wq < a] R e
Demostracion
. ’ Xn—np _ 1 oo 12
Demostraremos primero que lim,, .., P [ N a] = 7= fa e 2% dx.

Para esto, como \/Lz? ffooo e~ dy = 1, dada ¢ > 0 se puede elegir M > 0 su-

ficientemente grande tal que \/Lz? fﬁd e 3%dy > 1 — . De esta forma se tiene

1 oo 12 £
—mee 2 dr < £,

Sea ahora N; tal que, para cualquier n > Ny, se tenga:

(P [—M < Xoom M] LM e—%w2d:p’

FNTY

Entonces:
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[ Xp—n, 1 M 1.2
Pl-M <Xz o] > L e tdr -5 > 15

Asi que:

-Xn—np £
Pl X > 0| < g

Si a > M, entonces, para n > Ny, se tiene:

Xn—np Xn—np I3
P X s o] <Pz > M| <

y:
1 foo e_%
Var Ja
asi que:

— —1g2
P> ] - e e b <5 <

Sia < M, sea N, tal que, para cualquier n > N,, se tenga:

P a<X\;lp<M]——f “Ide‘<§

Entonces, para n > max { N1, N2}, se tiene:

P X\/"%p>a]——f e~ 3% dx‘

=[P fa< oot < M 4P [Bmte > 0] - L M b [ b ]

Xn—n 1 M 1,2 Xn—n 1 oo 1,2
<|Plo< Xz cm| - o M et tan] 4 P [Xm > M) 4+ e

<ft+i+i=e¢

El otro limite se puede ahora obtener de la siguiente forma:

; Xpn—np / Xp—np . Xpn—np __
hmnwooP[W <a} =1- hmnWOOP[W >a} llmnwoop[\/rpq —a]

1.2
e 2% dx.

_l$2 1 a

]

EJEMPLO 8.13. Un productor de focos sabe que el 5% de su produccion estd defectuosa.
El productor da una garantia en su envio de 10,000 focos, prometiendo la devolucion
del costo de la mercancia si mds de o focos en el envio resultan defectuosos. ;Qué
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tan pequeno puede escoger el productor el valor de o de tal manera que pueda confiar
en que no tendrd que dar un reembolso en mds del 1% de los envios?

Solucion

Sea X el nimero de articulos defectuosos en un envio de 10,000 focos. X tiene
entonces distribucion binomial con pardmetros n = 10,000 y p = 0.05. Por otra
parte, se estd buscando « tal que P[X > o] < 0.01.

Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

P[X>a]mP[Z>&]:p[Z>a5oo]

— np(1—p) — 21.794
en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estdndar.

Pero P|Z > 2.33] =~ 0.01, de manera que se busca « tal que ‘2“;?82 > 2.33. Es decir,
a > 500 + (21.794)(2.33) = 550.78.

Por lo tanto, escogiendo o > 551, el productor puede confiar en que no tendrd que
dar un reembolso en mds del 1% de los envios.

EJEMPLO 8.14 (Movimiento browniano). Consideremos una particula que se mueve
a saltos sobre la recta real de tal manera que, comenzando en el origen, en cada inter-
valo de tiempo h, la particula salta una distancia d hacia la derecha con probabilidad
% o una distancia d hacia la izquierda, también con probabilidad % Llamemos S, a
la posicion de la particula en el tiempo nh.

De acuerdo con lo expuesto en la seccion 7.7, si para cada n € N, definimos la
variable aleatoria X,, como el nimero de saltos que da la particula hacia la derecha
en el tiempo nh, entonces la distribucion de X,, es binomial con pardmetros n y p = %
y, ademds, S, = d(2X, —n).

Por el teorema de de Moivre-Laplace, tenemos:

. Xp—1 _1
lim,,.o0 P [a < 2t < b] = \/%ffe 27 g

lim,, ..o P [a < S < b} = \/Lﬂfab e 3% do

Es decir, cuando n es grande, la distribucion de S,, es aproximadamente normal con
pardmetros p =0 y 0% = d*n.
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Una caminata aleatoria de este tipo se utiliza para modelar el movimiento brow-
niano, el cual consiste en el movimiento de una pequena particula que se encuen-
tra suspendida en agua, de tal manera que los choques de las moléculas del agua
con la particula provocan que esta ultima se desplace sobre el liquido. Fste tipo de
movimiento fue observado y estudiado por Robert Brown, de lo cual se deriva su nom-
bre. Mas tarde, Albert Finstein lo explicd utilizando la teoria molecular y finalmente
Norbert Wiener establecid el modelo probabilistico que permite estudiarlo.

Visto el movimiento browniano en una dimension, digamos proyectado sobre el eje
horizontal, se observa que la particula se mueve avanzando y retrocediendo en una
forma que parece azarosa, de ahi que se modele considerando primero una particula
que se mueve a saltos sobre la recta real de tal manera que, comenzando en un punto
x, en cada intervalo de tiempo h, la particula salta una distancia d hacia la derecha
con probabilidad % o una distancia d hacia la izquierda, también con probabilidad %,
después se hace tender h a cero, asumiendo ademds que d* es proporcional a h, lo
cual es una hipdtesis que viene del andlisis fisico.

Llamemos S; a la posicion de la particula en el tiempo t > 0 y, considerando primero
el movimiento a saltos, definamos X; como el numero de saltos que da la particula
hacia la derecha en el tiempo t. Sabemos entonces que si n es el mds grande entero
menor o igual que , la distribucion de X; es binomial con pardmetrosn y p = y,
ademds, S; = x + d(QXt —n).

Por el teorema de de Moivre-Laplace, tenemos:

limy,.o P [a < f < b} f f e~ 2% dy

Pero, asumiendo d*> = h (lo cual es posible hacer tomando las unidades adecuadas) y

XtQ _Si—x __ Si—x __ Si—=z .
tomando h de la forma * — conm € N, se tiene T e = dm = ah i ast que:

lfm,, ... P [a < Sz b} ~1? g

Vi = loe
Es decir, la distribucion de S; es normal con pardmetros =0 y o = t.

La siguiente figura ilustra una trayectoria browniana:
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A

Para lograr una mejor aproximacién de la distribuciéon binomial mediante una dis-
tribucién normal se requiere realizar una pequena correccién antes de aplicar el teo-
rema de de Moivre-Laplace. Esta tiene que ver con el hecho de que se estd aproxi-
mando una distribucién discreta mediante una continua. Por ejemplo, si X es una
variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n = 500 y p = 0.3 y que-
remos encontrar un valor estimado de P [X > 130], el teorema de de Moivre-Laplace
nos permite escribir:

_ Xn—np 130—150 | __ Xn—np
P[X>130}_P[W > m] P[W > 1.9518

R [ gsis €2 da = 0.97452

Es decir, estamos aproximando la probabilidad P [X > 130], que se obtiene como
una suma de probabilidades, mediante el drea de de una regién bajo la grifica de
la funcién de densidad normal estdndar. El valor exacto de P[X > 130] se puede
obtener también como un drea bajo la gréfica de una funcién f definiendo ésta como
sigue:

P X =k size(k—05k+05]yke{0,...,n}
f(a:) ~Yo en otro caso

con lo cual se tiene:
P[X > 130 = [0 f(x)

Al aplicar el teorema de de Moivre-Laplace, lo que estamos haciendo es aproximar la
funcién f mediante el Corolario 8.9, pero entonces obtendrfamos una mejor aprox-
imacién considerando el intervalo de integracién con la correccién de 0.5 que inter-
viene en la definicién de la funcién f. De esta forma, una mejor aproximacién para
P [X > 130] se obtiene de la siguiente manera:
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— oo _1.2 o
PX >130] & P |Z > 205510 — P (7> —1.903] = b= [y ¢ 1w = 097148

en donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estdandar.
El valor exacto de la probabilidad en consideracion estd dado por:

P X >130] = 3300, (*9)(0.3)%(0.7)5°0F = 0.97267

EJEMPLO 8.15. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
tros n = 5000 y p = 0.2. Utilice el teorema de de Moivre Laplace para estimar
P[990 < X < 1020].

Solucion

P1990 < X <1020] =~ P % <zZ< % = P[-0.37123 < Z < 0.72478]
0.72478 ;2 .

= 5= [0 3mas € ¢ Pda = 0.41047

en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estindar.

EjEmPLO 8.16. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar la probabilidad
de que en 10,000 digitos, seleccionados al azar, el nimero 7 no aparezca mds de 985
veces.

Solucion

Sea X el nimero de veces que aparece el 7. X tiene entonces distribucion binomial
con pardmetros n = 10,000 y p = 0.1. Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace,
se tiene:

~ 985.5—1000 | __
P[X <985 ~ P [Z < WBSI00| _ p7 < —0.48333]

= = [Touszzs € " dw = 0.68557

en donde Z es una varitable aleatoria con distribucion normal estindar.

8.4. Distribucién exponencial

DEFINICION 8.17 (Distribucién exponencial). Si A es un nimero real positivo, se
dice que una variable aleatoria X tiene distribucion exponencial con pardmetro A st
la funcion:

() = Ae A siz >0
AT 0 en otro caso
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es una funcion de densidad de X .

Una distribucién de este tipo se obtiene al considerar el tiempo que transcurre entre
dos ocurrencias consecutivas de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo.
Este esquema ya lo consideramos en la seccion 7.4 al estudiar la distribucién Poisson.
Ahf consideramos un experimento aleatorio consistente en la observaciéon de eventos
que ocurren aleatoriamente en el tiempo de tal manera que si, para t > 0, X; es el
nimero de veces que ocurre el evento hasta el tiempo ¢, entonces la familia de variables
aleatorias { X, },., forma un proceso de Poisson de pardmetro X. En particular, X = 0
y si s < t, entonces la variable aleatoria X, — X, tiene distribucién Poisson con para-
metro A(t — s).

Sea ahora T} el tiempo que transcurre desde el instante inicial ¢ = 0 hasta que ocurre
el primer evento. Obsérvese entonces que, para t > 0, el evento [T} > t] ocurre si y
s6lo si ocurre el evento [V, = 0]. Por lo tanto:

P[Ty > t] = Py(t) = e

Asi que:

Fr(t)=1—¢*

Y entonces, una funcién de densidad de T} estd dada por:

)= {

Ae ™™ sit>0
0 en otro caso

Es decir, T} tiene distribucién exponencial con pardmetro \.

Sea ahora s > 0 y T el tiempo que transcurre desde el instante s hasta que ocurre un
evento mas. Obsérvese entonces que, para t > 0, el evento [T > t] ocurre si y sélo si
no hay ocurrencias de eventos en el intervalo de tiempo (s, s + t|. Por lo tanto:

P[T >t]=P[Nyyy— N, =0 =e M
P[T >t]=P[Nyeg =0 =P[N,=0] = R(t) =e M
Asi que, nuevamente, T tiene distribucién exponencial con pardmetro .

A continuacién se presentan las gréficas de algunas funciones de densidad tipo expo-
nencial.
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A=+ A=2 A =10

EJjEMPLO 8.18. Sea T wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro \. Demuestre que, para cualquier par de nimeros reales positivos s y t, se
tiene:

P[T>t+s|T>t]=P[T>s]

Supongamos ahora que el tiempo, en anos, que un radio funciona, tiene distribucion
exponencial con pardmetro A = %. St una persona compra un radio usado, ;cudl es
la probabilidad de que ese radio funcionard durante 8 anos mads?

Solucion

PIT >t+s|T>t) =2t = PRt - e 208 — % = P[T > 4

Por otra parte, se busca P[T >t+8|T >t], en donde t es el tiempo que ha fun-
ctonado el radio en el momento de la compra. Por la relacion demostrada anterior-
mente, se tiene:

PT>t+8|T>t=P[T>8 =e®

Asi que la probabilidad de que el radio comprado funcionard durante 8 anios mds es
igual a e~! = 0.368.

EJEMPLO 8.19. Sean T1 y Ty dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial, T\ con pardmetro A1 y Ty con pardmetro \y. Demuestre que
T = min(Ty,T3) tiene distribucion exponencial con pardmetro A = \; + As.

Solucion
P[T > t] = P[min(TI,Tg) > t] = P[Tl > t,Tg > t]
=P[I1 > ] P[Iy > t] = e Mle 2l = = (tda)t

EJjEMPLO 8.20. La siguiente figura muestra 4 componentes, cada uno de los cuales
tiene un tiempo de vida, independiente de los demds, distribuido exponencialmente con
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pardmetro A. Los 4 componentes estdn articulados formando un sistema de tal forma
que, al funcionar el sistema, se activan los 4 componentes. El sistema permanece
funcionando mientras una de las dos partes, la superior o la inferior, funcionan. A
su vez cada una de éstas funciona cuando sus dos componentes funcionan. Encuentre
la distribucion del tiempo de vida del sistema.

Solucion

Sean Ty, T5,T3,Ty los tiempos de vida de los componentes Cy,Cy, Cs, Cy, respecti-
vamente, T el tiempo de vida del sistema, X = min{Ty,To} v Y = min{T3,T,}.
Entonces X yY son independientes y ambas tienen distribucion exponencial con pa-
rametro 2. Asi que, para t > 0, se tiene:

PT<tl=Pméx{X, Y} <t]=P[X <t,Y <{]
—PIX <Py <t]=(1—e M)
Ast que, una funcion de densidad de T estd dada por:

A e 2M (1 — 6_2)‘t) sit>0
fr(t) = { 0 en otro caso

La grifica de fr se muestra a continuacion para el caso A = 2.
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La siguiente figura muestra la grdifica de la funcion t — P [T >t| en linea sdlida,
mientras que la linea punteada muestra la grifica de la funcion t — P[X >t] =
P[Y > t], ambas tomando \ = 2.

8.5. Distribucién gama

DEFINICION 8.21 (Distribucién gama). Si A es un nimero real positivo y n un
numero entero positivo, se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion gama
con pardmetros n. y A si la funcion:

)\nxnflef)\a:

=5 stx >0
o) = e 81T
Jx(x) { 0 en otro caso
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es una funcion de densidad de X .

Al igual que la distribucién exponencial, una distribucién de este tipo se obtiene al
considerar el tiempo que transcurre entre cierto nimero de ocurrencias de eventos
que ocurren aleatoriamente en el tiempo.

Consideremos, como en la seccién anterior, un experimento aleatorio consistente en la
observacion de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo de tal manera que si,
para t > 0, X, es el nimero de veces que ocurre el evento hasta el tiempo ¢, entonces

la familia de variables aleatorias {X;},., forma un proceso de Poisson de pardmetro
A -

Sabemos entonces que, para k entero no negativo y t > 0:

)\t)kef)‘t
k!

Pi(t) = P[N, = k] =

Sea ahora X el tiempo que transcurre desde el origen hasta la r-sima ocurrencia del
evento. Para x > 0, se tiene:

P[X > z] = P [ocurren menos de r eventos en el intervalo de tiempo [0, z]]

r—1 r—1 e~ (\zg)¥
= S PIN, = K] = o e

- k=0 k!

Asi que: Fx(z)=1-— 7};5 e*“”k#av)’c

Por lo tanto, una funcién de densidad de X estd dada por:

fX(Jf):F)/(( )_)\efAz+)\2r 1 e A‘”.)\m _)\ZT 1 ke %( )\z)

-1

)\_,\x_i_)\zr 1e>‘z')\:p )\27“ 1e>‘z)\:p

r— 1 e~ AT /\a: r— 2 e~ AT /\a: o e*Az()\x)T’l AT le—Ax
—)‘Z ! _)‘Z ! = A (r—D)! T (=1

Es decir, X tiene distribucién gama con pardmetros a =1r y A.

EJEMPLO 8.22. En una estacion meteoroldgica se cuenta con un tipo de aparato de
medicion, el cual tiene un tiempo de vida que se distribuye exponencialmente, de tal
manera que su tiempo promedio de vida es de 1,000 horas. Si se utilizan 10 de esos
aparatos en forma consecutiva, uno de ellos después de que el anterior ya no funciona,
a) scudl es la probabilidad de que alguno de los aparatos estard funcionando después
de 10,000 horas?, b) si después de 5,000 horas todavia estd funcionando alguno de
los aparatos, ;cudl es la probabilidad de que alguno de ellos siga funcionando después
de 10,000 horas mds?
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Solucion

Sea X el tiempo total de vida de los 10 aparatos, utilizados, como se indica, uno
después del otro. X tiene entonces distribucion gama con pardmetros X = 0.001 y
a = 10; por lo tanto:

a) P[X >10,000] = [ O80T ;9,001 gy — (). 45793

oo (0.001)10 29¢—0.001z 7,
b) PX > 15,000 | X > 5000] = ZE=0000 — ffoo oo
5,000 Ell

29¢—0.001z g,

__ 0.0698537 __
— 00698587 _ () 0721501

También se podria considerar la variable aleatoria X, igual al nimero de aparatos
que han dejado de funcionar hasta el tiempo t y se tendria:

ke—At
P[X >t]=P[X, <10] = 3)_, A2¢

Ast que:

P[X >10,000] = e 1059 U0° _ (45793

P[X >5,000] = e® 30, O — 0.968172

A continuacién se define la distribuciéon gama de una manera més general.

DEFINICION 8.23 (Distribucién gama). Si a y A\ son nimeros reales positivos, se
dice que una variable aleatoria X tiene distribucion gama con pardmetros o y A si la
funcion:

a—1_—Az

Az e .
fX(IE) _ e ST >0
0 en otro caso

es una funcion de densidad de X.

Verifiquemos que esta funcién asi definida es una funcién de densidad:

00 \dga—le—Az _ ® _a—1,-\z _A° ®© 1 4a-1,—t
Jo Ty 0 = Fay Jo e dr = 7 Jo awteTedt

_ 1 Q0 a—1,— _
—mfot etdt—l

Aunque la obtencién de una funcién de densidad tipo gama se remonta al ano 1836,
su importancia se dejé ver al obtenerse la funcién de densidad de la suma de los
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cuadrados de n variables aleatorias independientes, cada una de ella con distribucién
normal estdndar, la cual es un caso particular de distribucién gama. La obtencién de
tal funcién de densidad, en el caso general, se encuentra en un articulo de Bienaymé
del ano 1852.

EJEMPLO 8.24. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal estdndar, mues-
tre que X? tiene distribucion gama.

Solucion
Para z > 0, se tiene:
Fya(s) = P[X2 < 2] = P[—yZ < X < V2] = Fx(v/3) — Fx(—/3)

Ast que, una funcion de densidad de X? estd dada por:

fx2(2) = £Fx2(2) = 52 fx(V2) + 5z fx(=V2) = £ fx(V7)
11 1
11 iy o1 11, (3)%ezen?
T VEvaRt T T VRt T T I
Por lo tanto, X? tiene distribucion gama con pardmetros o = % Y= %
PROPOSICION 8.25. La funcion f(z) = % crece hasta alcanzar un mdzimo
en xr = O‘T_l, después de lo cual decrece.
Demostracién
Sea g(z) = x> 1e~?* entonces:
g @) = (a— 1)z 2 — Az le =222 M (a—1-Az) =0
Asi que g alcanza su valor méximo cuando ¢'(x) = 0, es decir, en x = O“T_l

A continuacién se presentan las gréficas de algunas funciones de densidad tipo gama.
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oz:%,)\:2 a=20,A=2 a =100, A = 50

Como lo mencionamos antes, un caso particular importante de distribucién gama
se obtiene al considerar la distribucién de la suma de los cuadrados de n variables
aleatorias independientes con distribucién normal estdndar. El resultado es una dis-
tribucién gama con pardmetros a = 5 y A = %, la cual es conocida como distribucion
x? con n grados de libertad.

DEFINICION 8.26 (Distribucién x?). Sean € N. Se dice que una variable aleatoria

X tiene distribucion x* con n grados de libertad si su distribucion es gama con pard-

metros o = 5 y A = %, es decir, si la funcion:

stx >0

0 en otro caso

es una funcion de densidad de X.

A continuacién se presentan las graficas de algunas funciones de densidad tipo 2.
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8.6. Distribuciones uniformes en el plano

De la misma manera en que, como vimos en la seccién 8.1, una distribucién uniforme
continua en el intervalo (a,b) se obtiene al considerar el experimento aleatorio con-
sistente en la eleccién al azar de un nimero real en (a,b) y definiendo X como el
nimero que se obtiene, obtenemos una distribucién uniforme en el plano al conside-
rar el experimento aleatorio consistente en la eleccién al azar de un punto en una
regiéon R del plano con un drea bien definida. Como en el caso de una dimension,
la eleccién al azar se interpreta en el sentido de que dos subconjuntos de R que se
puedan sobreponer geométricamente uno sobre el otro deben de tener asignada la
misma probabilidad. En esta situacién, vimos en la seccién 5.2 que la probabilidad
de que el punto seleccionado pertenezca a la region S es igual al cociente del drea de
S entre el drea de R.

Utilizando esta idea podemos obtener la distribucién de una variable aleatoria que se
genere en este contexto geométrico.

EjeMpPLO 8.27. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
(z,y) en el interior de un circulo de radio R. Sea X la distancia del punto seleccionado
al centro del circulo. Encuentre una funcion de densidad de X .

Solucion

Para x € (0, R), el evento [X < x| consiste del disco de radio x, por lo tanto:

0 stx <0
Fx(x)=P[X <z| = 7’:—222 si0 <z <R
1 stx > R

Ast que, una funcion de densidad de X estd dada por:

2x

fx(z) = { F

si0<zx <R
en otro caso

EJjEMPLO 8.28. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior de un tridngulo de base b y altura h. Sea X la distancia del punto
seleccionado a la base. Encuentre una funcion de densidad de X .

Solucion

Para x € (0,h), el evento [X < x| consiste del trapecio que se forma al intersectar
el triangulo dado mediante la recta paralela a la base del tridngulo y situada a una
distancia x de la misma. El drea de esta region es iqual al drea total del tridngulo
dado menos el drea del tridngulo de base la recta paralela mencionada.
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Por lo tanto:

0 st <0
Fx(z)=P[X <a]=1¢ Z[3bh—5b(h—x)?] si0<z<h
1 stx>h
0 st <0
= 1-m%(h—2)* si0<az<h
1 stz >h

Ast que, una funcion de densidad de X estd dada por:

2 .
_ ) mlh—2) si0<z<h
Fx(@) { 0 en otro caso

8.7. Distribucién de funciones de variables aleatorias continuas

En ocasiones la distribucién de una variable aleatoria X es conocida y se quiere
obtener la distribucién de una funcién de X. Ya hemos encontrado esta situacién con
anterioridad; en efecto, en el ejemplo 8.4 mostramos que si X es una variable aleatoria
con distribucién normal de pardmetros i y o2, entonces Y = % tiene distribucion
normal con pardmetros 0 y 1 y en el ejemplo 8.24 mostramos que si X es una variable
aleatoria con distribucién normal estdndar, entonces X? tiene distribucién gama.
Como se muestra en esos ejemplos, para encontrar la distribucién de una funcién
f(X) de una variable aleatoria X absolutamente continua, se puede seguir el método
siguiente: primero se expresa la funcién de distribucién de f(X) en términos de la
funcién de distribucién de X; después, la funcién de densidad de f(X) se obtiene
derivando la expresién anterior y utilizando el hecho de que la derivada de la funcién
de distribucién de X es igual a su funcién de densidad. En seguida se exponen mas
ejemplos de este tipo.
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EJEmMPLO 8.29. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
(z,y) en el interior de un circulo de radio 1 y centro en el origen. Después de eso, se

traza un circulo C' de centro en el origen que pasa por (z,y). Encuentre la distribucion
del drea de C.

Solucion
0 stx <0
Fx(z)=P[X <a]={ ™ s0<z<R
1 siz> R

Sea r el radio de C. De acuerdo con el ejercicio 8.27, una funcion de densidad de r
estd dada por:

o) = 2r st0<o <1
"1 0 en otro caso

Sea ahora A el drea de C, entonces, para y € (0,7), se tiene:

Fa(y)=PIA<y=Prr?<y|=P[r< /%] = F (/%)

Por lo tanto, una funcion de densidad de A estd dada por:

fay) = 5FaW) = 57=.f: (VE) = 55 V5 = +

Ast que la distribucion del drea es uniforme en el intervalo (0, ).

EjempLo 8.30. En Mecdnica Estadistica, la velocidad V' de una molécula de masa m
en un gas, a temperatura T', se modela como una variable aleatoria con funcion de

densidad dada por
fv(v) :{ \ Amte @ siv >0
0

en otro caso

en donde k es la constante de Boltzmann. Encuentre una funcion de densidad de la
energia E = zmV?.

Solucion

Para x > 0, se tiene:

Folw) = PIE <o = P [mV2 <o) = P [V < /2] = Ry /)

Por lo tanto, una funcion de densidad de E estd dada por:
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3 __m_ 2z 1z
fole) = £ Fp(a) = /5= fr (%) = e/ S e = [ hmate

., o . . _3 _ 1
Ast que la distribucion de la energia es gama con pardmetros o = 5 y A = .

EjemMPLO 8.31. Sea X wuna variable aleatoria distribuida uniformemente en el inter-

valo (—g, %) Encuentre la funcion de distribucion y una funcion de densidad de

Y = tan(X).
Solucion

Para y € R, se tiene:

PY <y = Pltan(X) < y] = P [~

B

< X <arctan(y)] = 1 [2 + arctan(y)]

™

Por lo tanto:

Fy(y) =1 [g + arctan(y)}

Ast que, una funcion de densidad de Y estd dada por:

W) = sarm

A esta distribucion se le conoce como distribucion Cauchy.

EJEMPLO 8.32. Sea T' una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardme-
tro X y M > 0. Encuentre la distribucion de X = min{T, M }.

Solucion

P[X >z]=Pmin{T\M} >z|=P[T >z, M > x

1 st <0 1 stx <0
=S P[T>z2] siz<M ={ e™ siz<M
0 six > M 0 stx > M
Asi que:
0 stx <0
Fx(z)=P[X<z]=1-P[X>z]={ 1—e™ si0<ax<M
1 stx > M

Obsérvese que la funcion de distribucion de Z es continua y estrictamente creciente
en el intervalo (0, M), pero tiene una discontinuidad en z = M, de manera que Z es
una variable aleatoria que no es ni discreta ni continua.

A continuacion se muestra la grifica de Fx para el caso A\ = é y M =5.
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8.8. Simulacién de distribuciones

Un problema importante en la Teorfa de la Probabilidad consiste en la obtencion
de mimeros que simulen los valores de una variable aleatoria con distribucién dada.
Por ejemplo, para generar nimeros en el intervalo [0,1) que simulen los valores de
una variable aleatoria con distribucién uniforme en ese intervalo, uno de los métodos
mas utilizados consiste en seleccionar un nimero natural M (llamado médulo y cuyo
valor se toma grande, por ejemplo M = 23%), un niimero natural X, < M (llamado
semilla) y dos mimeros naturales més, a y ¢ (que se toman pequenos, por ejemplo
a =2, c=1). Se define entonces la sucesién X, Xs, ..., recursivamente, mediante la
férmula:

Xnpi1 = aX, + ¢ mod(M)

Los niimeros %, %, ... simulan entonces los valores de una variable aleatoria con

distribucién uniforme en el intervalo [0, 1).

Una vez resuelto el problema de simulacién para la distribucién uniforme, es posible
resolverlo para cualquier otra distribucién utilizando los resultados que se exponen
en esta seccion.

PROPOSICION 8.33. Sea X wuna variable aleatoria continua y Fx su funcion de dis-
tribucion, entonces la variable aleatoria Y = Fx(X) tiene distribucion uniforme en
el intervalo (0,1).

Demostracion

Se tiene inmediatamente:
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_ _J 0 siy<06y=0y Fx(x)> 0 para toda z
P <il=PlEx(n <o ={ ) §U51
Por otra parte, siy € (0,1) 6 y =0y Fx(z) =0 para alguna x, definamos:
xo =sup{r € R: Fx(z) =y}

Como Fy es continua, se tiene F'x(zg) = y. Ademds, Fx(x) > y para cualquier
x> x9y Fx(z) <y para cualquier z < zg. Es decir, Fix(z) <y siy sélo si z < x.
Por lo tanto:

P[Fx(X) <y|l=P[X < x| = Fx(w9) =y

Asi que:
0 siy<O0
PIY <y|=P[Fx(X)<yl=q v siye(0,1)
1 siy>1

Cuando la funcién de distribucién Fx tiene una inversa, F ;1, la proposicién 8.33
permite obtener una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy a partir de
una variable aleatoria Y con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1), simplemente
definiendo X = F'(Y).

EJEMPLO 8.34. Sea X wna variable aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro \, entonces:

0 stz <0
Fx () _{ l—e ™ si2>0
Ast que, Y = 1—e= ¥ tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Por lo tanto,
si Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), entonces —5In(1 —Y') tiene
distribucion exponencial con pardmetro .

1
A

Ahora bien, como la distribucion de 1 —Y coincide con la de Y, se concluye que
—% InY tiene distribucion exponencial con pardmetro \.

A

Cuando la funcién de distribucién F'x no es invertible, se requiere un resultado més
fino para poder obtener una variable aleatoria con funcién de distribuciéon Fx a par-
tir de una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo (0,1). Este
resultado se expone a continuacién:
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PROPOSICION 8.35. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx, Y
una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y definamos la
funcion d : (0,1) — R mediante la relacion d(t) = inf {s € R: Fx(s) > t}, entonces
la funcion de distribucion de la variable aleatoria d(Y') es Fx.

Demostracion

Obsérvese que d es una funcién no decreciente y, como F'x es continua por la derecha,
se tiene Fx (d(t)) > t.

Vamos a demostrar que [d(Y) < z| =

Fx(2)]. En efecto, si d(Y(w)) < z, en-
tonces ¥ (w) < Fx (d(Y () < Fx(2) y si ¥ (w

Y <
y si Y(w) < Fx(z), entonces:

)
d(Y(w)) =inf{seR: Fx(s) > Y(w)}

| /\

Por lo tanto, se tiene:

Pld(Y) < z] = P[Y < Fx(2)] = Fx(2)

COROLARIO 8.36. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion Fx, Y
una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y definamos la
funcion ¢ : (0,1) — R mediante la relacion c(t) = inf {s € R: Fx(s) > t}, entonces
la funcion de distribucion de la variable aleatoria c(Y) es Fy.

Demostracion

Definamos C como el conjunto de puntos ¢ € (0, 1) para los cuales existe un intervalo
de longitud positiva en el cual Fx es constante e igual a .

Obsérvese que c(t) = d(t) excepto en los puntos del conjunto C. Ademsds, d es
discontinua en los puntos ¢ que pertenecen C. Por otra parte, por el lema 6.17, el
conjunto de puntos en los cuales d es discontinua es finito o infinito numerable. Por
lo tanto, ¢(t) = d(t) excepto a lo mds en un conjunto infinito numerable.

Finalmente ¢(Y') = d(Y') excepto en el conjunto [Y € C|. Pero como C es a lo mds un
conjunto infinito numerable, se tiene P[Y € C] = 0. Por lo tanto, P[c(Y) =d(Y)] =
1. Asi que:

Ple(Y) < 2] = P[d(Y) < 2] = Fx(2)

EJEMPLO 8.37. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardme-
tro p, entonces:
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Fx(z) = 0 sizr<0 [0 sixz <0
AU pa—pk o siz>0 ~ \1-Q-p)ER siz>0

en donde [[z]] es el mayor entero menor o igual a x.

Ast que, definiendo A = —In(1 — p), se tiene:

ct)=mf{seR: Fx(s) >t} =imf{seR:1— (1 —p)l+t > ¢}

= [[nf{seR:1—e™>t}]] =[[Inf{seR:s>—1In(l —1)}]]

=3 =0)]]

Por lo tanto, si U tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), entonces [[111111((11__[;)) H

tiene distribucion geométrica con pardmetro p.

Ahora bien, como U y 1 —U tienen la misma distribucion, entonces Hlnl(ffp)ﬂ tiene

distribucion geométrica con pardametro p.

Obsérvese que, de acuerdo con el ejemplo 8.34, lnl(‘i—gp) = —ian tiene distribucion
exponencial con parametro X, de manera que, dado p € (0,1), si definimos \ =
—In(1 — p) y Z es una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro

A, entonces [[Z]] tiene distribucion geométrica con pardmetro p.

EjeMPLO 8.38. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
A, entonces:

0 stz <0
F = . - ,
R B

en donde [[z]] es el mayor entero menor o igual a x.

Asi que:

c(t) = inf {s € R: Fx(s) >t} = inf {s eR: Y Xt > t}

:inf{j {01} Y0 e >t}

Por lo tanto, si'Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), entonces:

c(Y) = inf {j €{0,1,. Y A2y Y}

tiene distribucion Poisson con pardmetro \.
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La generaciéon de una variable aleatoria con distribucién Poisson puede obtenerse
también a partir del hecho de que cuando se tiene un experimento aleatorio consistente
en la observacién de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo de tal manera
que si, para t > 0, X; es el nimero de veces que ocurre el evento hasta el tiempo
t, entonces la familia de variables aleatorias {X,},., forma un proceso de Poisson
de pardmetro \. En esta situacién, como vimos en la seccién 8.4, los tiempos entre
ocurrencias sucesivas tienen distribucién exponencial con parametro .

Dado A > 0, consideremos entonces una sucesién de variables aleatorias independien-
tes, Th, T, ..., todas ellas con distribucién exponencial de pardmetro A. La sucesién
de variables aleatorias Ty, Ty + Ts, T1 + To + T3, ..., simula entonces los tiempos
de ocurrencia de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo. Llamemos X; al
nimero de eventos que ocurren hasta el tiempo ¢. Entonces, el evento [X; = 0] ocurre
siysolosi Ty > ty, para k € N, el evento [X; = k] ocurre siy s6losi T1+...+ T} <t
vTy+ ...+ Ty + Ty > t. Es decir:

Xt:min{i eN| Z;=1TJ >t} -1
es una variable aleatoria con distribucién Poisson de pardmetro At.

De acuerdo con el ejemplo 8.34, cada variable aleatoria 7, puede generarse mediante
una variable aleatoria U; con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1), definiendo

T; = —% InUj. De esta forma, si U;, Us, ... es una sucesiéon de variables aleatorias

independientes, todas ellas con distribucién uniforme en el intervalo (0,1), y A en un
nimero real positivo, entonces la variable aleatoria

X:ml’n{i eN| Z;=1_%IHUJ > 1} -1
tiene distribucién Poisson con pardmetro .

Finalmente, obsérvese que:

X:ml’n{ieN|E§.:1—§anj>1}—1:m1’n{i€N]—%lnHélej>1}—1

—min{i € N[ ][ Uj < -Ap—1=min{i € N|[[;, U < e} 1
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EJERCICIOS

EJjeRrciciO 8.1. En una parada de autobis, el tiempo de llegada de éste se distribuye
uniformemente en el intervalo que va de las 7 : 00 a las 7 : 15 hrs. y el siguiente
autobis pasa exactamente 15 minutos después del primero. Si el tiempo de llegada de
una persona a esa parada se distribuye uniformemente en el intervalo que va de las
7:10 alas 7 : 15 hrs. Si T es el tiempo que espera la persona, desde que llega a la
parada hasta que pasa un autobis, encuentre la distribucion de T'.

EJjerCICIO 8.2. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
(0,1). Encuentre una funcion de densidad deY =1— vV X.

EJERCICIO 8.3. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
(—1,1). Encuentre una funcion de densidad de a) Y = |X| y b) Z = X2.

EJERCICIO 8.4. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el inter-

valo (—g, %) Encuentre la funcion de distribucion y una funcion de densidad de
Y = cos(X).

EJERCICIO 8.5. Sea A un evento que puede ocurrir en algiin momento entre los tiem-
pos 0 y T de tal manera que la probabilidad de que ocurra es igual a p y, en caso de
que ocurra, si X es el tiempo en el cual ocurre, entonces X tiene distribucion uni-
forme en el intervalo [0,T]. Sabiendo que el evento A no ha ocurrido hasta el tiempo
t € (0,7), encuentre la probabilidad de que A ocurra en el intervalo (t,T].

EJERCICIO 8.6. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros
wyo?. Encuentre P[|X — u| < o].

EJERCICIO 8.7. Supongamos que el peso, X, de una persona, que se selecciona al azar
de una determinada poblacion, se distribuye normalmente con pardmetros i y o2. Si
P[X <70] =3 y P[X <60] =1, encuentre i, o y P[X > 80]. 5Qué porcentaje de
la gente de la poblacion que pesa al menos 80 kilos, pesa mdas de 90 kilos?

EJERCICIO 8.8. Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente con pardmetros

p=1yo*=4. Encuentre P[5 < X?+1 < 10].

EJERCICIO 8.9. Se ha determinado que en una determinada region la precipitacion
anual de lluvia tiene distribucion normal. Si las estadisticas muestran que en el 15%
de los casos la precipitacion ha sido de mas de 45 pulgadas y en el 3% ha sido de
menos de 30 pulgadas, scudl es la probabilidad de que en los proximos 5 anos, por lo
menos en uno de ellos la precipitacion sea de mas de 50 pulgadas?

EJercicio 8.10. En una fdabrica se producen componentes electrénicos cuyo voltaje
tiene distribucion normal de pardmetros p y 0. El departamento de control de cal-
tdad checa los componentes y todos aquellos con un voltaje menor o igual a b son
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rechazados. FEncuentre la distribucion del voltaje de los componentes que pasan el
control de calidad.

EJjerciciO 8.11. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
tros n = 1,000 y p = 0.3. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar
P[X =310]. Encuentre ademds el valor exacto de esa probabilidad y compare los
resultados. Con los mismos datos, estime P [280 < X < 310].

EJERCICIO 8.12. Supongamos que la probabilidad de que un recién nacido sea hombre
es tgual a 0.515. Estime la probabilidad de que entre 10 mil recién nacidos, haya mds
hombres que mujeres.

EJERCICIO 8.13. Un cierto tipo de semilla tiene una probabilidad de germinar igual
a 0.8. Estime la probabilidad de que, en un paquete de 1,000 semillas, por lo menos
el 65% germinard.

EJERCICIO 8.14. Estime la probabilidad de que al lanzar 10,000 veces un dado se
obtengan por lo menos 1680 1’s.

EJERCICIO 8.15. Estime el mas pequeno niumero natural k tal que la probabilidad de
que el nimero de soles que se obtienen en 1,000 lanzamientos de una moneda esté
comprendido entre 480 y k, inclusive, sea mayor que 0.6.

EJERCICIO 8.16. Supongamos que el tiempo de vida, en horas, de un cierto producto
tiene distribucion exponencial con pardmetro X = 5—10. Consideremos una poblacion
compuesta por 100 de esos productos y sea X el niimero de productos en la poblacion

que duran mds de 50 horas. Estime P [X > 40].

EJERCICIO 8.17. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar el mds pequeno
valor de n con la propiedad de que al lanzar n veces una moneda, la probabilidad de
que el porcentaje de las veces en que se obtiene sol esté comprendido entre 49% vy 51 %
sea mayor o igual a 0.95.

EJjERrCICIO 8.18. Los focos producidos en una cierta fabrica tienen un tiempo de vida
que se distribuye exponencialmente y se sabe que el 50% de los focos que se producen
tienen un tiempo de vida mayor a 1,000 horas. Estime la probabilidad de que entre
1,000 focos, seleccionados al azar de la produccion de esa fdabrica, haya mds de 275
con un tiempo de vida superior a 2,000 horas.

EJERcCICIO 8.19. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pa-
rémetro A\ y supongamos que P[X > 10] = % Encuentre un nimero t tal que

PIX > =09.

EJjErcICcIO 8.20. La vida de una particula radioactiva se modela frecuentemente con
una distribucion exponencial y se define la vida media de la particula como el tiempo
que transcurre hasta que la radioactividad de la particula se reduce a la mitad. Si la
vida media del uranio es de 7.13 x 1078 anos, determine el tiempo que se requiere
para que la radioactividad de una masa de uranio se reduzca un 90%.
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EJERCICIO 8.21. Supongamos que se tiene un nimero muy grande de particulas ra-
dioactivas, cada una de las cuales tiene un tiempo de estabilizacion que se distribuye
exponencialmente con pardmetro X. Si la mitad de las particulas se estabiliza durante
el primer sequndo, ;cudnto tiempo se requiere para que se estabilice el 75% de ellas?

EJjerCICIO 8.22. Sea T una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de
densidad continua y tal que, para cualquier par de nimeros reales positivos s y t, se
tiene:

P[T>t+s|T>t]=P[T > s

Demuestre que T tiene distribucion exponencial.

EJjercicio 8.23. Una cierta mdquina funciona bien unicamente si por lo menos 3
de sus 5 motores funcionan. Cada motor opera independientemente de los otros y el
tiempo T que permanece funcionando tiene como funcion de densidad a f(x) = xe
para x > 0. Asumiendo que los 5 motores se ponen a funcionar al mismo tiempo,
encuentre la distribucion del tiempo que la mdquina funciona bien.

EJerCICIO 8.24. El tiempo, en horas, que le toma a un técnico reparar una maquina
tiene distribucion exponencial con pardmetro A\ = 2. ;Cudl es la probabilidad de que
ese técnico pueda reparar 3 mdaquinas en menos de 2 horas?

EJERCICIO 8.25. Sea Y = (X — 3)2 + 1, en donde X es una variable aleatoria con
distribucion gama de pardmetros o =2 y \. Encuentre P[Y > 5].

EJERrRCICIO 8.26. Sea X una wvariable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a y A. Encuentre la distribucion de Y = cX, en donde ¢ es una constante positiva.

EJERCICIO 8.27. Supongamos que la vida en horas de cada ldmpara, de una cierta
clase, es una variable aleatoria T' con funcion de densidad dada por:

fr(t) =

% si t > 100

0 en otro caso
¢Cudl es la probabilidad de que de 4 de esas ldmparas, a) ninguna tenga que ser
sustituida durante las primeras 150 horas de uso? y b) las 4 tengan que reemplazarse
durante las primeras 150 horas de uso?

EJjercicio 8.28. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar, un punto
al interior del tridngulo formado por la recta y = —x + 1 y los ejes coordenados. Sea

Y la distancia del punto seleccionado al eje y. Encuentre una funcion de densidad de
Y.

EJERCICIO 8.29. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar, un punto
sobre la base AB de un tridangulo equildtero ABC' cuyos lados miden 2 unidades cada
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uno. Sea X la distancia del punto seleccionado al vértice C'. Encuentre una funcion

de densidad de X .

EJercicio 8.30. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
(z,y) del cuadrado 0 <z < 1,0 <y <1. Sea X la distancia del punto seleccionado
al origen. Encuentre una funcion de densidad de X.

EJERcICIO 8.31. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
(z,y) del cuadrado 0 < x < 1,0 <y < 1. Sea Z la suma x +y. Encuentre una
funcion de densidad de Z.

EJERCICIO 8.32. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar, un punto
en el interior del cuadrado 0 < x < 1, 0 <y < 1. Sea X la distancia del punto
seleccionado a la diagonal de pendiente 1. Encuentre una funcion de densidad de X .

EJjercicio 8.33. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior del rombo de vértices (0,1), (2,0), (0,—1) y (—=2,0). Sea X la distancia
del punto seleccionado a la diagonal menor del rombo. FEncuentre una funcion de

densidad de X .

EJeErcicio 8.34. Dos personas A y B juegan el siguiente juego: cada persona elige
al azar, de manera independiente de la otra, un punto sobre el intervalo (0,1). Si
la distancia entre los dos puntos seleccionados es menor que una cantidad d, fija
de antemano, el juego es ganado por A; de otra manera, el juego es ganado por B.
Encuentre el valor de d para el cual ambas personas tienen la misma probabilidad de
ganar el juego.

EJERCICIO 8.35. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Encuentre una funcion de densidad de Y = aX + b, en donde a y b son constantes
y a # 0. Aplique el resultado al caso en que X tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1).

EJERCICIO 8.36. Sea X wuna variable aleatoria continua, no negativa, con funcion de
densidad f. Encuentre una funcion de densidad de Y = v/ X. Aplique el resultado al
caso en que X tiene distribucion gama con pardmetros o y A.

EjeErcicio 8.37. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Encuentre una funcion de densidad de Y = |X|. Aplique el resultado al caso en que
X tiene distribucion a) normal con pardmetros i y o y b) uniforme en el intervalo

(~1,2).

EJjERCICIO 8.38. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Encuentre una funcién de densidad de Y = eX. Aplique el resultado al caso en que
X tiene distribucion a) normal con pardmetros ji y o y b) gama con pardmetros o y

A
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EJERCICIO 8.39. Un funcidn de densidad f, de una variable aleatoria continua X,
estd dada por la formula siguiente:

cr? si0<xz<l1

% st1<x<?2
0 en otro caso

flx) =

en donde ¢ es una constante. Encuentre una funcion de densidad de la variable
aleatoria Y = (1 — X)*.

EJercICcIO 8.40. Muestre con un ejemplo que st X no es continua entonces la dis-
tribucion de Fx(X) no necesariamente es uniforme.

EJjeErcICIO 8.41. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion Fx, con-
tinua y estrictamente creciente, y definamos la funcion d : (0,1) — R mediante la
relacion:

d(t) =inf{s € R: Fx(s) >t}

Demuestre que d es la inversa de Fx.

EJERCICIO 8.42. Demuestre directamente que si Y tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1), entonces, dado A > 0, —%lnY tiene distribucion exponencial con
pardmetro .

Ejercicio 8.43. Demuestre directamente que si Y tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1), entonces, dado p € (0,1), Hlnl(‘i—fp)ﬂ tiene distribucion geométrica
con pardmetro p, en donde [[x]] es el mayor entero menor o igual a x.

EJERCICIO 8.44. Demuestre directamente que sip € (0,1), A= —In(1—p) y Z es una
variable aleatoria con distribucion exponencial de parametro A, entonces, [[Z]] tiene
distribucion geométrica con pardametro p, en donde [[x]] es el mayor entero menor o
tqual a x.

EJERCICIO 8.45. Demuestre directamente que si Y tiene distribucion uniforme en el
intervalo (0,1), entonces, dado A > 0:

c(Y) :mf{j €{0,1,...}: 0] A >Y}

tiene distribucion Poisson con pardmetro \.



CAPITULO 9

ESPERANZAS

El principio fundamental de mi método consiste en que,
en los juegos de azar, el valor de la suerte o de lo que es-
pera cada jugador es precisamente lo que requeriria tener
para que, jugando sin ventaja ni desventaja, tuviera una
suerte o una espera similar. Por ejemplo, si alguien es-
conde tres monedas en una mano y siete en la otra y me
deja escoger una de las dos alternativas, esta ventaja es
para mi lo mismo que si me diera cinco monedas, porque
con cinco monedas me encontraria en el caso de tener la
misma espera para tres o para siete monedas en un juego
sin ventaja ni desventaja.

Jacques Bernoulli

En este capitulo se estudia uno de los conceptos bédsicos de la Teorfa de la Proba-
bilidad, el de Esperanza de una variable aleatoria. Su importancia es comparable
con la del concepto mismo de probabilidad de un evento. De hecho, el concepto de
esperanza y el de probabilidad surgen en forma paralela cuando, a mediados del siglo
XVII, se inicia la Teorfa de la Probabilidad como disciplina matematica. Es Chris-
tiaan Huygens quien introdujo este concepto en su libro “Du calcul dans les jeux de
hasard”, publicado en el ano 1657. En esa época, Blaise Pascal y Pierre de Fermat
habfan resuelto algunos problemas de probabilidad, con métodos que sentarian las
bases para el desarrollo de una nueva disciplina matemética, el Cdlculo de Probabi-
lidades. Huygens resolvié, con sus propios métodos, los problemas que antes habian
resuelto Pascal y Fermat y algunos otros mds. Uno de los aspectos interesantes de la
metodologia utilizada por Huygens es que en ningtin momento se consideran ahi pro-
babilidades de eventos, todas las soluciones estdn basadas en el cédlculo de esperanzas,
lo cual hacia ver ya que este concepto podia tomarse como primario, previo incluso
al de probabilidad de un evento, y a partir de él desarrollar la nueva disciplina. La
historia no fue de ese modo pues el concepto que prevalecié como primario fue el de

279
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probabilidad. Sin embargo, la historia misma mostraria més adelante que esta duali-
dad de importancia, entre el concepto de esperanza y el de probabilidad, que se dio al
inicio del desarrollo de la Teorfa de la Probabilidad como disciplina matemaética, tenia
fuertes raices pues al evolucionar el concepto de probabilidad, hasta fusionarse con
el de medida en los primeros anos de este siglo, resulté palpable la estrecha relacion
entre ambos conceptos, de tal manera que, efectivamente, cualquiera de los dos puede
tomarse como punto de partida, quedando inmersos uno dentro del otro. Esto tltimo
ya no tnicamente dentro del contexto de la Teorfa de la Probabilidad, sino dentro del
contexto mdas amplio de la Teoria de la Medida, en donde el concepto de probabilidad
corresponde al de medida y el de esperanza al de integral.

Como motivacién de la definicién de la Esperanza, se expone a continuacién su for-
mulacién basada en la idea de juego justo, siguiendo el trabajo original de Huygens.

DEFINICION 9.1 (Juego justo). Consideremos un juego con un mimero finito de
participantes, de tal manera que uno de ellos resultard el ganador, determindndose
quién, de manera especifica, con base en el resultado de un experimento aleatorio .
Diremos entonces que este juego es justo si puede ser considerado como combinacion
de juegos en cada uno de los cuales ocurre alguna de las siguientes dos situaciones:

(i) Si para un participante hay una probabilidad p de ganar una cantidad z,
entonces para cualquier otro participante hay la misma probabilidad p de
ganar x.

(ii) Si para un participante hay una probabilidad p de ganar una cantidad x,
entonces hay la misma probabilidad p de perderla.

DEFINICION 9.2 (Valor de un juego). Consideremos un juego en el cual participa
una persona @, de tal manera que, dependiendo del resultado de un experimento
aleatorio £, Q) tiene la posibilidad de ganar algin valor. El valor del juego para @)
es una cantidad x, la cual puede ser negativa, tal que existe un juego justo que le
ofrece a Q) las mismas posibilidades de ganar que el juego original y en el cual paga
la cantidad x por participar'.

EJEMPLO 9.3. Sea £ un experimento aleatorio cuyos posibles resultados son equipro-
bables, A1, ..., A, una particion del correspondiente espacio muestral y xq,...,T, N
niumeros reales. Supongamos que una persona () participa en un juego consistente en
la realizacion del experimento aleatorio £, de tal manera que si ocurre el evento A;
entonces recibe x; pesos. ;Cudl es el valor de este juego para Q¢

IEsta definicién requerirfa de la demostracién de que tal ndmero z, en caso de existir, es tnico.
Sin embargo, como no se trata aqui de desarrollar una teoria del valor de juegos, no se abunda sobre
este tema. La definicién tiene por tnico objeto la motivacién de la definicién de esperanza que se
da mé&s adelante.
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Solucion

Sea r; el numero de elementos que tiene A; y supongamos que hayn grupos de personas
de tal manera que el i-ésimo grupo estd formado por r; personas y que ) forma parte
del n-simo grupo. Consideremos entonces un juego entre esas N = ry + --- + 1,
personas, consistente en la realizacion del experimento &, de tal manera que, en una
relacion uno a uno, se asocia con cada una de las personas del i-ésimo grupo un
elemento del evento A;. Se conviene que cada una de las personas paga una cierta
cantidad x por participar en el juego y quien lo gane recibe toda la cantidad acumulada
al inicio, es decir, Nx. Fuvidentemente, éste es un juego justo. Supongamos ademds
que @) conviene con cada una de las personas del grupo i© que en caso de que alguna
de las dos gane el juego, el ganador dard al otro x; pesos. Claramente, con esta nueva
consideracion, el juego sigue siendo justo. De acuerdo a lo establecido, en caso de
que @ gane el juego recibe No —rix1 — -+ — 1y 12,1 — (1, — 1)@, pesos. Si tomamos
x de tal manera que esta tultima cantidad resulte ser igual a x,, entonces se tendrd
un juego justo en el cual () recibe x; pesos cuando ocurre el evento A;, es decir se
tendrd un juego justo que ofrece a () las mismas posibilidades de ganar que el juego
ortginal. Por participar en este juego, () debe pagar x pesos, en donde x es solucion
de la ecuacion:

Nx —mrzy — - —rp1Tpq — (1 — D, = 2,

Resolviendo ésta, se obtiene:

_ riTit A TnTn 1 . Tn
L= rite+rn o T1+"'+7’n$1 + + 7'1+"'+7'7an

Por lo tanto, el valor del juego para Q es x = x;P(A;).

9.1. Esperanza de variables aleatorias discretas

Consideremos un experimento aleatorio £, con espacio muestral €2, y cuyos posibles
resultados sean equiprobables. Sea X : 2 — R una variable aleatoria discreta cuyos
posibles valores formen un conjunto finito {z1,...,z,}. Entonces, los eventos A; =
[X =], con 1 < i < n, constituyen una particién de 2. Cada posible valor x;
de X puede pensarse como una cantidad que se recibe si ocurre el evento A;. De
manera que X representa un juego del tipo que se considera en el ejemplo 9.3. El
valor de este juego, que puede entonces definirse como el valor de X, estd dado por



282 9. ESPERANZAS

En general, dada una variable aleatoria discreta X, parece dificil encontrar “su valor”
mediante la definicién de un juego justo que ofrezca las mismas posibilidades de
ganancia que el juego definido por X como se describié en el parrafo anterior. Si
embargo, la férmula que se obtiene en el caso particular considerado en el ejemplo
9.3 puede servir como motivacién para la siguiente definicién:

DEFINICION 9.4 (Esperanza de variables aleatorias discretas). Sea X una va-
riable aleatoria discreta y sean xy,xs, ... sus posibles valores. Se dice que X tiene
esperanza finita si la serie Y, |vi| P [X = xi] es convergente y, en ese caso, se define
la esperanza de X, E [X], mediante la relacion:

EX] =), 2P [X = x]

Los siguientes dos ejemplos ilustran dos de los métodos que se utilizan para evaluar
la sumatoria ), x,P [X = 4] en el caso de variables aleatorias que admiten como
posibles valores tinicamente enteros no negativos.

EJEMPLO 9.5. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n y p. Encuentre E[X].

Solucion

EBX] =30 goP[X =a] =330 o2())p"(1—p)"°

= o TP (L= )" = 0, mpx(l —p)""

= Y G (=) =, () ()

=np 3y (") (L—p)" T = mp

EJEMPLO 9.6. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
A. Encuentre E [X].

Solucion

E[X] =00 kP [X =k = 300 k25—
(e’\—l):)\

-

AN kAR
Ae Zk:l Kl

_y,-Ad oo Xy A d
= AT Dpmr G = AT

A

La siguiente proposicién establece un método, en ocasiones mds simple que la apli-
cacioén directa de la definicién, para calcular esperanzas de variables aleatorias discre-
tas cuyos posibles valores son tinicamente valores enteros.
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PROPOSICION 9.7. Si X es una variable aleatoria discreta que toma unicamente va-
lores enteros, entonces:

D wasoy Tfx (@) = 3200, P[X > a

D (wacoy [T fx(@) = 3200, P[X < —a]
Demostracién
Y fosy Tfx(2) = 2 aP[X = 2] = P[X = 1] + 2P[X = 2] + - -
=2 PIX =al+ 3 0, PX =a]+--
=PX>1+PX>2]+---=>2 P[X >z1]
D pwacoy [T fx(@) =302 [2| P[X = 2] = P[X = —1] + 2P [X = 2] + - -
=Y o P[X =—a]+ 300, P[X = —a] + -
=P[X<-1]+PX<-2]+ =32 P[X < —7]

r=1 —

COROLARIO 9.8. Sea X una variable aleatoria discreta que toma unicamente valores
enteros. Entonces X tiene esperanza finita si y sdlo si las series > -, P[X >z y
Y>>  P[X < —zx] convergen. Ademas, en ese caso, se tiene:

E[X]:Z;ilp[sz]_Z;ilp[Xﬁ_x]

EJEMPLO 9.9. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion geométrica de pardmetro
p. Encuentre E [X].

Solucion

EIX]=Y%, PIX >a] = Y2 (1-p) = 12

9.2. Esperanza de variables aleatorias absolutamente continuas

DEFINICION 9.10 (Esperanza de variables aleatorias absolutamente conti-
nuas). Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de densidad
fx. Se dice que X tiene esperanza finita si la integral [°_|x| fx(x)dz es finita y, en
ese caso, se define la esperanza de X, E[X], mediante la relacion:

E[X]= [T xfx(z)dx
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EJEMPLO 9.11. Sea X wna variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros o
y A. Encuentre E [X].

Solucion

> Q& o= AL * a,— I'a+1 .
E[X] = [T afx(n)dn = 555 fy7 ate ™ de = 55 [0 ye vy = Sy =

EJEMPLO 9.12. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de pardametros
w y o*. Encuentre E [X].

Solucion

BIX] = [, afx(e)dz =

00 __1 o 1
= 7= o ve 22V dy + e e @ dy =
9.3. Algunas ideas erréneas

Eventualmente surgen algunas ideas erréneas con relacién al concepto de esperanza.
Dos de ellas provienen de que a la esperanza de una variable aleatoria X se le llama
también su valor esperado, término que sugiere dos cosas, primero, que la esperanza
de X coincide con alguno de sus posibles valores, segundo, que la esperanza de X es,
efectivamente, el valor que se espera obtener al realizar el experimento aleatorio.

La primera de esas ideas erréneas es muy simple de aclarar, basta, por ejemplo, con
considerar una variable aleatoria X con distribucién binomial de pardmetros n y p,
en donde np no es un nimero entero. En ese caso, la esperanza de X, np, no coincide
con alguno de sus posibles valores.

La segunda de esas ideas erréneas estd relacionada con la primera pues si la esperanza
de una variable aleatoria no coincide con alguno de sus posibles valores, entonces no
se puede esperar obtener ese valor al realizar el experimento aleatorio. Sin embargo, si
se precisa de manera adecuada lo que se entiende por “el valor que se espera obtener”
esta segunda idea errénea contiene algo de verdad. Para aclarar esto, consideremos
una variable aleatoria discreta X cuyo conjunto de posibles valores sea finito, digamos
{z1,...,zn}. Supongamos ahora que el experimento aleatorio respecto al cual estd
definida X se repite n veces, obteniéndose X, como valor de X en la realizacion

nimero k. El promedio X de los valores que se obtienen para X estd dado entonces
por X = —X1+'7'1'+X”.

Por otra parte, en cada una de las realizaciones del experimento, el valor de X es
alguno de sus posibles valores. Para k € {1,...,m}, sea n; el nimero de veces que
se obtiene, como valor de X, el resultado x. Se tiene entonces:
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X+ + Xy =mao + -+ T,
De manera que:

YV 1Tt A nmTm ni .- Bm
X == —n — l’l n + + xm n

Ahora bien, el cociente % es la frecuencia relativa con la que X toma el valor zy, de
manera que, si tomamos la interpretacion frecuencial de la probabilidad, se esperaria
que, cuando n es grande, dicho cociente se parezca a la probabilidad P [X = zy],
obteniéndose asf:

XxaPX=a] 4+ 2uP X = 2,] = F[X]

De esta manera llegamos a la conclusiéon de que la esperanza de X representa el
promedio de los valores que toma la variable aleatoria cuando el experi-
mento aleatorio se repite muchas veces. La esperanza de X no es entonces el
valor que se espera obtener para X, pero si el valor que se espera obtener en promedio.
Esta interpretacién de la esperanza de una variable aleatoria X serd analizada en el
segundo volumen de este libro a la luz de la ley débil de los grandes niimeros.

Obsérvese que, independientemente de que se tome el punto de vista frecuentista,
la esperanza de una variable aleatoria discreta X, de acuerdo a su definicién, es un
promedio ponderado de sus diferentes posibles valores, de tal manera que al valor xy,
se le asigna el peso P [X = xy].

Otra idea errénea que suele tenerse con relaciéon al concepto de esperanza es que su
valor es igual, o por lo menos esta cercano, a un valor = de X para el cual fx(z) es un
méximo. Esto ocurre con algunas de las distribuciones més conocidas, por ejemplo
en los casos de las distribuciones binomial, Poisson y normal. Sin embargo, consi-
dérese por ejemplo el caso de una variable aleatoria X con distribucién geométrica
de pardmetro p = ﬁ. El valor méximo de fx(z) se obtiene cuando x = 0, pero
E[X] =99. De la misma manera, considérese el caso de una variable aleatoria X con
distribucién exponencial de pardmetro A = —t-. El valor méximo de fy(z) se obtiene

100°
cuando x = 0, pero E [X] = 100.

El siguiente ejemplo muestra que incluso puede darse el caso en que la esperanza de
una variable aleatoria coincida con su valor menos probable.

EJEMPLO 9.13. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

N(3]1V+2)(2N_1’) sixe{0,...,N—1}

fx<l’): mfﬂ Si$E{N,...,2N}
0 en otro caso
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en donde N es un niumero entero positivo.

Obsérvese que el valor x de X para el cual la probabilidad P[X = x| es minima
corresponde a x = N. Ademds, como se muestra en la figura de abajo, la grdfica de
fx es simétrica alrededor de x = N.

La simetria de la funcion fx alrededor de x = N hace que E [X] = N. En efecto:

N-1 2N
EX]= N(3]1V+2) > oo T(2N —z) + m >N’

(AN+1)(N—1) | 1 (N+1)(14N+1)
3N+2 + 35 3N+2 =N

=1
6
A

Por 1ltimo, debe mencionarse que si una variable aleatoria X representa la ganancia
en un cierto juego, debe tenerse cuidado en la interpretaciéon de su esperanza como

lo que se tiene que pagar por el juego para que resulte justo. El siguiente ejemplo es
ilustrativo al respecto.

EJEMPLO 9.14 (Paradoja de San Petersburgo). Consideremos un juego consis-
tente en la realizacion de lanzamientos consecutivos de una moneda, de tal manera
que el juego se termina en el momento en que se obtenga por primera vez dguila o,
en caso de no obtenerse dguila previamente, en el momento en que se hayan hecho N
lanzamientos, en donde N es un niumero entero positivo fijo. Supongamos que usted
participa en dicho juego, estableciéndose que, si se obtiene dguila por primera ocasion
en el k-ésimo lanzamiento, entonces recibird 2¥ pesos. Llamando X a su ganancia en
el juego, se tiene:

& siz=2F ke{l,... N}
fx(z) = %N siz=0
0 en otro caso

N

EX] = chvzl 2k =N

2k
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Interpretando a la esperanza como el precio que se tiene que pagar por participar en el
juego de tal manera que resulte justo, usted tendria que pagar N pesos por participar
en él.

Consideremos ahora un juego especifico, en donde N = 1,000,000. Segin lo estable-
cido anteriormente, pagando un millon de pesos por participar en el juego, resultaria
justo. Si se estableciera que usted paga unicamente 500,000 pesos por participar en
dicho juego, resulta entonces que éste le seria favorable. ;Aceptaria usted participar
en esas condiciones?

Obsérvese que para obtener una ganancia neta al participar en el juego, se requeriria
que se obtuviera dguila por primera vez después del lanzamiento nimero 18 y la pro-
babilidad de que esto ocurra es igual a 2% + 2% + -+ 2LN < 2% = 3.8147 x 1076.
La conclusion parece ser entonces que, ante la probabilidad tan pequernia de obtener
una ganancia neta, es practicamente sequro que se perderian los 500,000 pesos que
se pagan y entonces el juego pareceria mdas bien desfavorable para usted. ;FEs errénea
entonces la interpretacion que estamos dando a la esperanza?

La aparente contradiccion entre la interpretacion que estamos dando a la esperanza y
el razonamiento previo se resuelve si recurrimos a la interpretacion de la esperanza de
una variable aleatoria como el promedio de los valores que toma esa variable aleatoria
cuando el correspondiente experimento aleatorio se repite muchas veces, pues de esa
manera lo justo del juego puede interpretarse en el sentido de que, en promedio, se
gana lo mismo que se pierde al participar en él. De manera que, efectivamente,
el juego resulta ser justo siempre y cuando se jueque un niumero considerablemente
grande de veces.

En el caso del juego especifico planteado en el ejemplo, pagando 500,000 pesos por
participar en él, se tendria un juego que le es favorable, siempre y cuando estuviera
usted en posibilidad de jugarlo el nimero de veces suficiente que le permitiera, por
lo menos, recuperar sus pérdidas de los juegos previos. Por ejemplo, dado que la
probabilidad de obtener una ganancia neta en un juego es aprorimadamente igual a
2%, lo cual significa que en promedio se obtendrd una ganancia neta en uno de cada
218 juegos, el nimero de juegos que tendria usted que jugar para esperar tener una
ganancia, después de haber compensado sus pérdidas, deberia de ser considerablemente
superior a 2'8. FEvidentemente entra aquf, por lo menos, la limitacion de la fortuna
que usted posee, la cual sequramente no le permite tener la posibilidad de jugar tal
cantidad de juegos pagando 500,000 pesos por participar en cada uno de ellos. Pero,
st dispusiera de tan fabulosa fortuna, a la larga estaria usted ganando, en promedio,
500,000 pesos en cada juego.
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9.4. Definicién general de la Esperanza

Las definiciones 9.4 y 9.10 permiten calcular la esperanza de una variable aleatoria
discreta o de una variable aleatoria absolutamente continua, pero no todas las va-
riables aleatorias son de ese tipo, un caso asi lo vimos en el ejemplo 8.32. Se hace
necesario entonces contar con una definicién general de la esperanza que permita su
célculo en cualquier caso y también para poder estudiar sus propiedades generales.

Una definicién general de la esperanza de una variable aleatoria se obtiene con base
en una generalizacion de la proposicion 9.7, asi como del corolario 9.7, las cuales se
obtienen a continuacion:

PROPOSICION 9.15. Si X es una variable aleatoria discreta mo negativa con funcion
de densidad fx, entonces:

fooo P [X > ‘T] dx = Z{xGVx:x>0} .’Efx(l')
en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X .

Demostracién
fooo PX > x]dr = fooo Z{yevxzy>ﬂ»‘} fx(y)dz
= fo z{yGVX y>0} Oy ( )fX( ) Z{yEVX >0} fo )fX( )

= Z{yEVX;y>O} ny (y)

COROLARIO 9.16. Sea X wuna wvariable aleatoria discreta mo negativa, entonces X
tiene esperanza finita sz' y sdlo si la integral fooo P[X > z]dx converge. Ademds, en
ese caso, se tiene F [ X fo (X > z]dx.

PROPOSICION 9.17. St X es una variable aleatoria absolutamente continua no nega-
tiva con funcion de densidad fx, entonces:

JPIX > alde = [Czfx(z)dw
Demostracién
[ PIX > alde = [° [ fx(y)dyda
= I J) Ix(w)dedy = [7 yfx(y)dy
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COROLARIO 9.18. Sea X wuna variable aleatoria absolutamente continua no negativa,
entonces X tiene esperanza finita si y solo st la integral fooo P[X > x]dx converge.
Ademds, en ese caso, se tiene: E[X] = [ P[X > z]dx.

Obsérvese que, dada cualquier variable aleatoria no negativa, la funcién z — P [X > z
estd acotada y es mondtona, por lo tanto, de acuerdo con el teorema 41 del Apéndice,
es Riemann integrable en cualquier intervalo finito, de manera que la integral:

IS PX > 2]da
siempre estéd definida (pudiendo ser igual a co).

Los corolarios 9.16 y 9.18 muestran que la esperanza de una variable aleatoria no
negativa X, de esperanza finita, se puede calcular, tanto en el caso discreto como
en el caso absolutamente continuo, mediante la férmula £ [X fo [X > z]dx.
Ademsds, la integral fooo P [X > z]dz esta bien definida no solo en los casos discreto
y absolutamente continuo. Esto sugiere que se pueda utilizar la misma férmula para
definir la esperanza de cualquier variable aleatoria no negativa, como se hace a con-
tinuacién:

DEFINICION 9.19 ( Esperanza de variables aleatorias no negativas). Si X es
una variable aleatoria no negativa, se define la esperanza de X, F [X]|, mediante la
formula:

E[X]= [P[X > a]dx

DEFINICION 9.20. Se dice que una variable aleatoria X tiene esperanza finita si
E|X]] < oc.

PROPOSICION 9.21. E[|X|] = [[° P [X > z] dx+f P[X < x]dx
Demostracion

E[|X|| = [CP[|X]|>z]de = [[°(P[X > 2]+ P[X < —z])dx
= [ PX>al+ [[P[X < —a]dx

= [©P[X >alde+ [°_P[X < a]de

COROLARIO 9.22. Una wvariable aleatoria X tiene esperanza finita si y sdlo si las
integrales [[° P (X > z|dx y fi}o P[X < z]dz convergen.

PROPOSICION 9.23. E[XT| = [ P[X > a|de y E[X"] = [°_P[X < 2]dx.
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Demostracién
EX*T] = [["P[X* >a]de= ["P[X >a]lds
E[X7 )= [PP[X™ >alde= [[°P[X < —a]dv = [°_P[X <a|da
U

COROLARIO 9.24. Una variable aleatoria X tiene esperanza finita si y solo si X y
X~ tienen esperanza finita.

DEFINICION 9.25. §i X es una variable aleatoria de esperanza finita, se define la
esperanza de X, E[X], de la siguiente manera:

EX]=EX"-E[X]=[C°P[X >a]dr— [°_P[X <a]dx

Obsérvese que, por la proposicién 6.15 y el lema 6.17, P[X <z] = Fx(z) ex-
cepto a lo mds en un conjunto numerable, asi que, por el teorema 43 del Apéndice,
f?oo P[X < x]ldx = ffoo Fx(x)dz. Ademés, P [X > x| = 1— Fx(z), asf que entonces
se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 9.26. Sea X una variable aleatoria, entonces X tiene esperanza finita
sty solo si [[°[1 — Fx(x)]dz < oo y ffoo Fx(z)dx < o0 y, en ese caso, se tiene:
E[X]= [°[1 — Fx(a)dx — [°_ Fx(z)dx

EJEMPLO 9.27. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro \ y sea M > 0, Encuentre E [min(X, M)].

Solucion

Sea Z = min(X, M), entonces, como vimos en el ejemplo 8.32, Z es una variable
aleatoria que mo es ni discreta ni continua y se tiene:

0 st 2<0 0 stz<0
Fz(z) =4 P[X<z] s6i0<z2<M ={ 1—-¢e?* s5i0<z<M
1 stz>M 1 stz>M

Asi que:
B(Z) =[5 (1= Fa(e)]dz =[5 Fa(—sm)dy = [ ez = § (1= )

EJEMPLO 9.28. Sea X wuna variable aleatoria con funcidon de distribucion dada por:
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0 six <0
fx+1) si0<zr<l1

Fx(w) = g(g;+2) sil<az<?2
1 stx > 2

Encuentre las esperanzas de X y X2.
Solucion
E(X)=[JP(X >z)de = [} [l - Yo+ 1)]de+ [[[1 - Lo +2)]ds
fo r)dw + + fl r)dr =1
= [T P(X% > y)dy = [} P(X > /y)dy
= fy 1= 5(m+ D] dy+ [ [1-3(/5+2)] dy
= o=y + 1 /3 — yy)dy = 3

PROPOSICION 9.29. Sea X una variable aleatoria no negativa y consideremos la des-
composicion Fx = aF{ + (1 —a) Fg, en donde a € [0,1], F¢ es una funcion de
distribucion discreta y F5 es una funcion de distribucion continua. Sean'Y y Z dos
variables aleatorias con funciones de distribucion F¢ y FS, respectivamente. En-
tonces:

E(X)=aE(Y)+(1—a)E(Z)
Demostracién
PIX>a]=1-Fxa)=a+1—a—aFix)—(1-a)F(z)
=a[l-F(@)] + (1 -a)l - F(2)]
—aP[Y >2]+(1—a)P[Z > 1]
Por lo tanto:
[P PIX >alde=a PPy >alde+(1—a)[°P[Z > z]de
Asf que:
E(X)=aE(Y)+(1—a)E(Z)

COROLARIO 9.30. Sea X wuna wvariable aleatoria y consideremos la descomposicion
Fx = aF{ + (1 —a) F%, en donde a € [0,1], FE es una funcion de distribucion
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discreta y F§ es una funcion de distribucion continua. Sean Y y Z dos variables
aleatorias con funciones de distribucion F& y FS, respectivamente. Entonces X tiene

esperanza finita si y sélo st 'Y y Z tienen esperanza finita y, en ese caso, se tiene
EX)=aEY)+(1—-a)E(2).

Demostraciéon

oo 1= Fa(@)do = a {2 [1 = F(@)] do+ (1= o) 5 [1 - Fs(@)] do

Asi que:

Joo L= Fx ()] dz < cosiysclosi [[° [1 = Fi(z)] dz < ooy [[° [l — Fg(x)] dz < oo.
ffoo Fx(z)dz = affoo Fi(x)dr + (1 —a) fi)oo F$(z)dz

Asf que fi)oo Fx(x)dx < oo siy sélo si f?oo Fl(z)dr < ooy ffoo F$(x)dx < 0.

Cuando se tiene [~ P[X > z]dz = ooy fi)oo P[X < z]dr < oo, se define F [X] =

oo, mientras que cuando [ P[X > a]dx < ooy fi)oo P[X < z]dx = oo, se define
E[X] = —oo. Cuando ambas integrales sean divergentes, entonces la esperanza de
X no estd definida.

EJEMPLO 9.31. Sea X wna variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

6 .
) == sizeN
fx(@) = { 0 en otro caso

Encuentre E [ X].

Solucion

Como X es una variable aleatoria no negativa, se tiene:
BX]=EX*] =32 ofx(@) = 5300 5 =00

Obsérvese que las probabilidades P [X = x| decrecen a medida que crece x y sin em-
bargo E [X] = oc.

EJEMPLO 9.32. Consideremos una caminata aleatoria simple, tal como fue descrita
en la seccion 7.7, es decir una particula se mueve a saltos sobre la recta real de tal
manera que, comenzando en el origen, en cada intervalo de tiempo h, la particula
salta una distancia d hacia la derecha con probabilidad % o una distancia d hacia la
1zquierda, también con probabilidad %
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Sea R el paso en que ocurre el primer retorno al origen y Z el paso en el cual se
alcanza un wvalor positivo por primera vez, es decir, R es el mds pequeno nimero
natural n tal que S, =0 y Z es el mds pequenio nimero natural n tal que S, = d, en
donde S,, es la posicion de la particula en el tiempo nh. De acuerdo con los resultados
de las secciones 7.7.3 y 7.7.5, se tiene:

P[R=2m] = g5 () sim €N
0 en otro caso

1 1 (2m .
P[Z:2m—1]: 2m 12_m<m) sim e N
0 en otro caso

Ahora bien, con base en el corolario 6.48, se tiene:

NZ3 m ; m)ly/Tm
hmmwoo o2m (2m) = hmmwoo %JW =1
. . . . VTm (2m 1
Ast que, existe N € N tal que, para cualquier m > N, se tiene g (m) > 5.

Por lo tanto:

Sy —m () = Yoy (B

[\
<
3
1
=
3=
I
?

= 2m=N (ﬁ)m>2m N\Lf\/_lm>
Ast que:

Obsérvese que, definiendo, param € N, t,, = P[R = 2m] = P [Z = 2m — 1], se tiene:

tm 2771,171 22%(27:?) _ (2m+1)22 2m)!(m+D)!(m+1)! _ 2m42 > 1

— 1 1 (2m+2 — Imlml
tm+1 W—HW(WWI) 2m—1 (2m-+2)!m!m! — 2m-—1

Ast que, la sucesion (t,,) es decreciente. Es decir, también en este caso las probabi-
lidades P [R =2m] y P[Z = 2m — 1] decrecen a medida que crece m y sin embargo
E[R| = FE[Z] = cc.

A

Los resultados del iltimo ejemplo complementan los resultados sobre caminatas aleato-
rias que obtuvimos en la seccién 7.7. Ahi demostramos que, tanto la probabilidad de
que haya una infinidad de retornos al origen, como la probabilidad de que haya una
infinidad de pasos por z = d, es igual a 1. Ahora podemos agregar que, sin embargo,
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el nimero de pasos que se requieren, en promedio, para obtener el primer retorno al
origen, o el primer paso por z = d, es oo.

EJEMPLO 9.33. Sea X wuna variable con funcion de densidad dada por:

fX(fE)Z{ (% six =42 con k€ {2,3,...}

en otro caso
s Estd definida la esperanza de X ¢
Solucion

E[X*] = E[X7] = 312,25 = oo. Por lo tanto, la esperanza de X no estd
definida.

EJEMPLO 9.34. Sea X una variable con funcion de densidad dada por:

6 .
) = size{l,3,...JU{-2,-4,..}
fx(@) = { 0 en otro caso

s Estd definida la esperanza de X 7

Solucion
EIX*] =322k + D mmrnr = 22 2oieo 2051 = ©
E[X*JZZ&%%:% 1k =0

Por lo tanto, la esperanza de X no estd definida. FEsto a pesar de que la serie
S wefx(zr) = 5300 (=1)F12 es convergente, en donde xj, = (—1)F k.

9.5. Esperanza de funciones de variables aleatorias

PrOPOSICION 9.35. Sea X wuna variable aleatoria discreta con funcion de densidad
fx v g:R— R cualquier funcion boreliana no negativa. Entonces:

IS Ple(X) > yldy = X evyy 9(2) fx (2)
en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X .
Demostracién
a. [o Plo(X) > yldy = |77 X uevigsy fx(@)dy

- fo Z{xEVX} Tjo,g( m)( )fx (x)dy Z{erX} fo 0.9 x) y)fx(x)dy
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= 2 wevyy 9(2) fx ()

COROLARIO 9.36. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad fx
y g : R — R cualquier funcién boreliana. Entonces, g(X) tiene esperanza finita si y
s6lo 81 Y, cy [9(2)] fx () < 00 y, en ese caso, se tiene:

Elg(X)] =2 revy 9() fx (2)

en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X .

PrOPOSICION 9.37. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion
de densidad fx y g : R — R cualquier funcion boreliana no negativa (ver seccion 5.7
y la proposicion 6.5). Entonces:

Jo Plo(X) > yldy = [, g(x) fx (x)da
Demostracién
a. o Pl9(X) >yl dy =[5 [ocrigteysyy I (@)dady
=Jo Joo Togy W) fx (2)dxdy
= 2015 Tog) (W) fx (z)dydz
= [7 9(@) fx (w)da

COROLARIO 9.38. Sea X wuna variable aleatoria absolutamente continua con funcion
de densidad fx y g : R — R cualquier funcion boreliana. Entonces, g(X) tiene
esperanza finita si y solo si ffooo lg(2)| fx(x)dx < 0 y, en ese caso, se tiene:

Elg(X)] = J2 9(x) fx(2)dw
EJEMPLO 9.39. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro \ y sea M > 0. Utilice el corolario 9.38 para calcular E [min(X, M].

Solucion
E [min(X, M] = [ Amin(z, M)e *dz = fOM Ave Mdz + [77 AMe M dx
= % (1 —e M _ )\Me_’\M) + Me M = % (1 — e‘AM)

EJEMPLO 9.40. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
A. Encuentre la esperanza de (14 X)~t.
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Solucion

_ —AV k —AV k —>\ k+1
ElQ1+X)" =2 0+k) A = o k-&-i\ X Do k—i\l
00 e~ A)\E _
:%Zkzl k!/\ :%(1_6 /\)

EjEMPLO 9.41. La demanda de periddicos que tiene un vendedor tiene distribucion
binomial con parametros n = 300 y p = % Cada periodico lo compra en 3 pesos y lo
vende en 4 pesos, pero no se le reembolsa el costo de los periddicos que compre y no
venda. sCudntos periddicos debe de comprar de tal manera que el valor esperado de
su gamancia sea maxrimo?

Solucion

Sea m el nimero de periddicos que compra, X el nimero de periddicos que vende y
G(m) la ganancia que obtiene el vendedor. Entonces:

Glm) ~ {

X—&m—X)@X<m:{4X—%zﬁX<m

m si X >m m siX >m

Ast que:

E[G(m)] = X3, (4k = 3m)P [X = K] +m Y, P[X = K]

=21 (4k —4m)P [X = k] +m )00 PIX =k +m>_, P[X =k
=m+43 7 (k—m)P[X =k

Por lo tanto:

E[G(m+1)] = E[G(m)]

=m+1+43 0 (k—m—1D)P[X =kl —m—43 7 (k—m)P[X =k
=147 P[X=k]=1—-4P[X < m]

Ast que la funcion G(m) crece mientras P [X < m] < I, después de lo cual decrece.

Es decir, la ganancia es mdxima cuando m es el mas pequeno nimero entero tal que
P[X <m]> 1.

Por el teorema de de Moivre Laplace, se tiene:

PWSM%PF<M%¥}

en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estindar.
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De acuerdo con la tabla de la distribucion normal estandar, de la pdgina 403, y
definiendo ®(z) = P[0 < Z < z], se tiene:

$(0.67) = P[0 < Z <0.67] =0.2486
$(0.68) = P[0 < Z <0.68) =0.2518
Ademds, de acuerdo con lo expuesto en la seccion 8.3, para z € (0.67,0.68):

B(z) ~ B(0.67) + 2020 (, _ 67)

0.68—0.67

= 0.2486 + 2251802186 (> — (0.67) = 0.2486 + 0.32 (2 — 0.67)
Ast que ®(z) = 0.25 cuando z = 0.674375.

Por lo tanto:

P |7 < mt05-100 1 5 1 opande mt05-100 > () 674375,

es decir, m > 99.5 — 0.674375 % = 93.9938

IS

Por lo tanto, el valor esperado de la ganancia es mazrimo cuando m = 94.

Aunque este valor se obtuvo aproximando la distribucion binomial mediante una dis-
tribucion normal estandar, el resultado obtenido es exacto. En efecto, se tiene:

PIX <93 = £, (%) ()" (3)"™ = 021374

PLX <01 = 0 (%) () ()™ = 02515

Para m = 94, la ganancia esperada resulta ser:

E[G(94)] = 94— 4% (94— k) (*P) ()" (2)* 7" = 89.6642

3 3

En general, para encontrar la esperanza de una funcién f de una variable aleatoria
X se puede recurrir a la definicién general de la esperanza, para lo cual es necesario
encontrar la funcién de distribucién de f(X) o, equivalentemente, las probabilidades
P[f(X) > y| para cualquier y € R.

EJEMPLO 9.42. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion dada por:
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0 six<%
1 -1
—r si=<xz<?2
_ 10 2 =
Fx(z) 1—10m2 s12<x<3
1 stx >3

Encuentre la esperanza de In X .

Solucion

E(lnX) = foln?’P(lnX > y)dy — fi]ln2 P(InX < y)dy
= 01n3 P(X > e¥)dy — fi)hﬂP(X < e¥)dy

= 13 1P(X > x)dr — fél 1P(X < x)dx

= f12§ (1-57) d$+f23% (1 - g52%) dz — f%l 10

_ 31 1 (2 1 3 _ 2
= 1Edm_1_of%dx_1_of2xdx_ln3 z

A

Obsérvese que una variable aleatoria X puede tener una esperanza infinita, pero
existir alguna funcién f tal que f(X) tenga esperanza finita. Por ejemplo, si X es

una variable aleatoria de esperanza infinita, entonces e~ tiene esperanza finita.

9.6. Propiedades de la Esperanza

LEMA 9.43. Sea X una variable aleatoria y (X, )nen una sucesion de variables aleato-
rias tales que X, < X,i1 para cualquier n € N y lim,..., X,(w) = X(w) para
cualquier w € Q). Entonces, si para cadan € N, Fx, es la funcion de distribucion de
X, y Fx es la funcion de distribucion de X, la sucesion (F, (x)) es mondtona no

creciente y lim,,..o, Fx, () = Fx(z) para cualquier x € R.

Demostraciéon

Como X, < X,41, se tiene, para cualquier + € R, Fx, (v) =
P[X, <z] = Fx,(z), asi que la sucesién (Fx, (x)) es monétona no creciente.

Ahora bien, como lim,,.. o X, (w) = X (w) para cualquier w € €2, se tiene:

Mooy [Xn < 2] = [X < 2]

para cualquier x € R, de manera que:

P[XnJrl S x] S
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Fx(x) = P[X <z] =lim,..o P[X, < z| =lim,.. Fy, ()

]
COROLARIO 9.44 (Teorema de la convergencia monétona). Sea X una variable
aleatoria no negativa y (X, )nen una sucesion de variables aleatorias no negativas tales
que X, < X411 para cualquier n € N y lim,,. oo X,,(w) = X(w) para cualquier w € €.
Entonces:

E[X] =1lim,..o F[X,]
Demostracion

Por el lema 9.43, se tiene que, para cualquier z € R, la sucesién (1 — Fx, (z)) es
mondtona no decreciente. De manera que, por el teorema 47 del Apéndice, se tiene:

E[X] = [71 - Fx(2)]de =limyc [y [1 = Fx,(2)] dz = lim,..oo E [X,,] -

LEMA 9.45. Sea X wuna variable aleatoria no negativa, entonces existe una sucesion
(Xn)nen de variables aleatorias discretas no negativas tales que X, < X,.1 para
cualquier n € N y lim,, ..o X,,(w) = X (w) para cualquier w € Q.

Demostracion

Para cadan € N, sea X,, =) ~_, ol (B <x<mt]- Evidentemente X,, es una variable

aleatoria discreta no negativa.

Dados n € Ny w € {2, sea m el tnico niimero entero no negativo tal que 5 <

X(w) < ™t Entonces, como X,(w) = 2, se tiene X (w) — 5= < X, (w) < X (w), asf
que lim,,.. o, X, (w) = X (w).

Ahora bien, como 23,% < X(w) < 2;3;?, se tiene que 23% < X(w) < % o bien
il < X(w) < 222, En el primer caso, se tiene X,,41(w) = 325 = X, (w) mientras
que en el segundo, se tiene X, ;1(w) = 2272111 > Q%Tl = X, (w). Asf que, en cualquier

caso, Xn(w) S Xn—i—l(w)'

PROPOSICION 9.46. Sean X y Y dos variables aleatorias y ¢ cualquier constante.
Entonces:

(i) Si P[X =] =1, entonces E [ X]| = c.
(ii) Si X es no negativa, entonces E [X]| =0 si y solo si P[X =0] = 1.
(iii) Si X tiene esperanza finita, entonces cX también tiene esperanza finita y
EcX] =cFE[X].
(iv) SiP[0 < X <Y]=1yY tiene esperanza finita, entonces X tiene esperanza
finita y E[X| < E[Y].
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(v) Si X yY tienen esperanza finita, entonces X +Y también tiene esperanza
finita y E[X +Y]=FE[X]+ E[Y].
(vi) Si X yY son independientes y tienen esperanza finita, entonces XY también
tiene esperanza finita y E[XY| = E[X]|E[Y].
(vii) Si X y Y tienen esperanza finita y P [X < Y] =1, entonces E [X]| < E[Y].
(viii) St X tiene esperanza finita, entonces |E [X]| < E[|X]].

Demostracion

i. Si P[X = ¢] =1, entonces X es una variable aleatoria discreta cuyo tinico posible
valor es ¢, de manera que se tiene £ [X] = cP [X =] =c.

#i. Supongamos E [X] = 0, entonces [;° [1 — Fx(z)]dz = E[X] = 0.

Sea x > 0 tal que Fx es continua en z. Si 1 — Fx(x) > 0, entonces existe ¢ > 0
tal que 1 — Fx > ¢ en una vecindad de z; asi que se tendria fooo [1 — Fx(x)]dx > 0.
Por lo tanto, F'x(x) = 1. Pero Fx es continua excepto en un conjunto numerable; de
manera que, dada cualquier y > 0 existe, x tal que 0 < z < y y Fx es continua en
x. Por lo tanto, Fx(y) > Fx(x) = 1. Finalmente, como X es no negativa y Fx es
continua por la derecha, se tiene:

0 siz<0
FX(Q’):{ 1 siz>0

Asi que, P[X =0] = 1.
La otra implicacién es corolario de 1.

i7i. Se tiene (—X)* = X~ y (—X)” = X, de manera que, como X tiene esperanza
finita, (—X)" y (=X)~ tienen esperanza finita. Por lo tanto, —X tiene esperanza
finita y

E[-X]=E[(-X)"]-E[(-X) ] =E[X |- E[X'] = —E[X]
Ahora bien, si ¢ > 0, se tiene:

[0 = Fox(2))de = [ P[eX > a)de = [°P[X > £] do

— ¢ [P P[X >yldy = cE[X"] <0

J Fex(—z)dz = [[° PleX < alde = [P [X < —%]d
—c[TP[X < —yldy = cE[X™] < o0

De manera que cX tiene esperanza finita y



9.6. PROPIEDADES DE LA ESPERANZA 301
ElcX]=cE[XT] —cE[X | =cE[X]
Si ¢ < 0, entonces ¢X = —(—cX) tiene esperanza finita y se tiene:
ElcX]|=-FE[(—c)X] = —(—c)E[X]| = cF [X]
1. Para cualquier z > 0, se tiene:
Fy(x)=PJY <z| < P[X <z|=Fx(x)
de manera que 1 — Fy(x) < 1 — Fy(x). Por lo tanto:
IS = Fx(2)]de < [7°[1 — Fy(2)] dz < oo
Es decir, X tiene esperanza finita y E'[X] < F[Y].
v. Supongamos primero que X y Y son variables aleatorias discretas no negativas.
Sea Vx el conjunto de posibles valores de X, entonces:
EX+Y]=[FP[X+Y > z]dz
= [ e PIX+Y > 2, X =a]dz
= wevi Jo PIY >z—2,X =1]dz

[ZPY >y, X =a]dy

2 aevy
ZwEVX fi)m P[X =z]dy+ fooo ervx PlY >y, X =x|dy
=D pevy TP )+ [y PlY >yldy
= E[X]+E[Y]

Sean ahora X y Y dos variables aleatorias no negativas. De acuerdo con el lema 9.45,
existen dos sucesiones (X, )nen ¥ (Y )nen de variables aleatorias discretas no negativas
tales que X,, < X,,11 y Y, < Y,41 para cualquier n € Ny lim,,.o, X, (w) = X(w) y
lim,,.0 Yy (w) = Y (w) para cualquier w € €, lo cual implica X,, +Y,, < X411 + Yoi1
para cualquier n € Ny lim,..o (X, +Y,) (w) = (X +Y) (w) para cualquier w € €.
De manera que, por el corolario 9.44, se tiene:

E[X +Y] =limy..co E[X, + Y]
= iMoo B [Xp] + oo E[Y,] = E[X] + E[Y]
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Finalmente, si X y Y son dos variables aleatorias cualesquiera de esperanza finita, se
tiene:

IX+Y|=|XT+Y T —X" -V | <Xt+YT T+ X 4V~

Pero, siendo X, X, Y™ y Y~ variables aleatorias no negativas de esperanza finita,
su suma también lo es, de manera que, por ‘v, X +Y tiene esperanza finita. Ademaés:

(X4+Y)T—(X+Y) =X4+Y=(XT+Y") - (X +Y")

Asi que:

(X+Y)P+( X +Y )= XT+Y )+ (X +Y)™

Por lo tanto:

E(X4+Y)"+EX +4Y |=E[(X+Y) |+ E[XT+Y"]

de lo cual se sigue:

EX+Y]|=F[(X+Y)|-FE[(X+Y)|=EX"+Y -E[X +Y]

— E[X*+ E[Y*] - E[X]| = E[Y"] = (E[X*] - B[X)) + (E[Y*] - E[Y"])
=FE[X]+ E[Y].

vi. Supongamos primero que X y Y son variables aleatorias discretas no negativas.
Sea Vx el conjunto de posibles valores de X, entonces:

EXY]= fOOOP[XY > z]dz

= fooo D oeery PIXY > 2, X =1]dz

= 2 {weVyio>0} o PlY >2 X =q]d

= Z{$EVX:J>O} fooo zP[Y >y, X =7]dy

=Y faeviusy Jo wP[X = 2] P[Y > y]dy

= Z{IEVX::E>O} P [X = z] fooo PY >yldy

= EX]E[Y]

Sean ahora X y Y dos variables aleatorias independientes no negativas. De acuerdo
con el lema 9.45, existen dos sucesiones (X, )nen ¥ (Yo )nen de variables aleatorias
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discretas no negativas tales que X, < X, 11 vy Y, < Y, .1 para cualquier n € N y
limy,. 00 Xp(w) = X(w) y limy,. o0 Yy (w) = Y (w) para cualquier w € €2, lo cual implica
XY, < X,:11Y,1 para cualquier n € N y lim,..o (X,,Y,) (w) = (XY)(w) para
cualquier w € 2. De manera que, por el corolario 9.44, se tiene:

EXY] =1lim,.. E[X,Y,]

=limy00 F [ Xp]lim,.oo E[Y,] = E[X] E[Y]

Adem3s, de acuerdo con la demostracion del lema 9.45, si, para cada n € N, definimos
la funcién f, : R — R mediante la férmula f,(z) = 5 [[2"2]], en donde [[2"z]] denota
al mayor entero menor o igual a 2"z, se puede elegir X,, = f,(X) vy Y,, = f.(Y), de
manera que, por la proposicién 6.40, X,, y Y,, son independientes.

Finalmente, si X y Y dos variables aleatorias independientes cualesquiera de espe-
ranza finita, se tiene:

(XY= |(XT=XT) (YT =Y < (XT+X7) (YT +Y7)

Pero, siendo X+ X~ y Y™ + Y~ variables aleatorias no negativas de esperanza
finita, su producto también lo es, de manera que, por iv, XY tiene esperanza finita.

Ademds, por la proposicién 6.40, X = méx(X,0) y YT = max(Y,0) son indepen-
dientes y, de la misma manera, lo son X* y Y™, X~ y Yty X~ y Y. Por lo
tanto:

EXY]|=E[(XT=X )Yt Y )] =E[XTY*+ X Y - XtY~ - X" Y7]
—E[X*YY+E[X Y |-E[X'Y |-E[X Y]

— E[X*E[YH+E[X|EY |- E[X*|E[Y"]| - E[X ]| E[Y"]

— (BX*] - E[X ) (E[Y*] - E[Y"])) = E[X] E[Y].

vit. Supongamos que X es no negativa y tiene esperanza finita, entonces, por v,
E[X]>0.

Si P[X <Y] =1, entonces Y — X es una variable aleatoria no negativa de esperanza
finita, por lo tanto, E [Y — X| > 0, lo cual, utilizando v, implica el resultado.

viii. |E[X])| = |E[X*] - E[X")| < E[X*] + E[X") = E[IX]]

Un razonamiento de induccién permite demostrar los siguientes dos corolarios:
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COROLARIO 9.47. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias de esperanza finita, en-
tonces Y, _, Xy también tiene esperanza finita y E D> ;| Xi] = > 1, E[X4].

COROLARIO 9.48. Sean X, ..., X, n variables aleatorias independientes de esperanza
finita, entonces [[,_, Xi también tiene esperanza finita y E [[T;_; Xi] = [1i—; £ [ Xkl

EJEMPLO 9.49. Sea X wuna wvariable aleatoria con distribucion hipergeométrica de
pardmetros v, s y n. Recordemos que esta distribucion se presenta al tomar una
mauestra sin reemplazo de tamano n < r + s de una poblacion formada por dos tipos
de elementos, I y II, de tal manera que hay r elementos de tipo I y s de tipo II y
defintendo X como el nimero de elementos de tipo I que se obtienen en la muestra.
Para cada i € {1,...,n}, definamos la variable aleatoria X; de la siguiente manera:

Y 1 st el i-ésimo elemento de la muestra es de tipo I
"1 0 sieli-ésimo elemento de la muestra es de tipo IT

entonces E [X;] = y, como X = X1 + -+ X,,, se tiene F[X] = ==

# r+s’

EjeMPLO 9.50. Consideremos una urna en la cual hay N bolas numeradas del 1 al
N. Un juego consiste en ir sacando bolas al azar, una a una y sin reemplazo, hasta
tener todas fuera, recibiendo un peso cada vez que el lugar de la eleccion coincida con
el nimero de la bola seleccionada. Sea X la cantidad que se recibe al terminar el
juego. Para cada i € {1,..., N}, definamos la variable aleatoria X; de la siguiente

manera:

Y _ 1 st en la i-ésima eleccion se obtiene la bola nimero 1
¢ 0 en otro caso

entonces E[X;] =+ y, como X = X; + -+ Xy, se tiene E[X]| = 1.

EJjEMPLO 9.51 (Problema del colector de cupones). Se van colocando al azar
bolas, una a una, en cualquiera de n cajas hasta que ninguna caja se encuentre vacia.
¢ Cudl es la esperanza del nimero de bolas que se utilizan?

Solucion

Sea X el mimero de bolas que se utilizan y, para j € {1,...,n}, sea X; el nimero
de bolas que se utilizan a partir del momento en que hay exactamente j — 1 cajas
ocupadas hasta que alguna bola queda colocada en una caja distinta a cualquiera de
esas j — 1 cajas. Se tiene entonces X; = 1 y, para j € {2,...,n}, X; — 1 es
una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardmetro p = %ﬂ, ast que

1— i—1 n
ElX;]=1+ Tp =1+ nj—j—i-l ~ n—j+1

Por lo tanto:

EX|=1+FE[Xo)+ F[X5]+---+ E[X,]
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=14+ 2+t 2 =n (145 + -+ 2)

n

EJEMPLO 9.52. Una urna contiene N pares de tarjetas, de tal manera que, para cada
i €{1,...,N}, hay un par de ellas marcadas con el nimero i. Si se seleccionan al
azar m tarjetas, Encuentre la esperanza de a) el nimero de parejas que quedan dentro
la wrna y b) el nimero de parejas que quedan fuera de la urna. ¢) Consideremos una
poblacion en la cual hay 1000 matrimonios y supongamos que todas las personas de
la poblacion tienen la misma probabilidad de morir en cualquier momento dado. Al
morir 500 de esas personas, jcudl es la esperanza del nimero de personas que quedan
viudas?

Solucion

a. Sea X el numero de pares que quedan en la urna y, para cada i € {1,... N}, sea
X; una variable aleatoria que toma el valor 1 si el par de tarjetas marcadas con el
niumero 1 queda en la urna después de las extracciones, y 0 en otro caso. Se tiene
entonces:

(2N72)
E [Xz] =P [Xi = 1] = (2%) 2N(2N—-1)

m

(2N—m)(2N—m—1)

Ast que:

N N 2N—m)(2N —m—1
EX]=FE [Zi:l Xi] =2 BIXi] = ( 2(%5\1—1) :
b. SeaY el niimero de parejas que quedan fuera de la urna y, para cadai € {1,..., N},
sea Y; una variable aleatoria que toma el valor 1 si el par de tarjetas marcadas con el
numero i queda fuera de la urna, y 0 en otro caso. Se tiene entonces:

2\ (2N-2

B[] = Py = 1] = Wiase) — ety

Ast que:

2(2N—1)

E[Y]ZE[ZiJ\Lle} =N ElY) = mm=l)

c. Definamos el nimero de rompimientos como el nimero de parejas tales que uno
de sus elementos queda fuera de la urna y el otro dentro, y sea Z el nimero de
rompimientos, se tiene entonces Z = N — X — Y, asi que:

_ _ (2N—m)(2N—m—1) m(m—1) _ 2N—m
E[Z]=N-E[X]-E[Y]=N - 2(2N—1) T 3@eN-1) T

Obsérvese que, si N es grande, para valores pequenos de m, esta esperanza es apro-
ximadamente igual a m. FEsto significa que se esperaria que los m elementos selec-
cionados fueran de parejas distintas.
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En el caso de la poblacion de matrimonios, el nimero de personas que quedan viudas
es iqual al nimero de rompimientos, de manera que:

E 7] = 2=y = 200500 (500) = 375.19

2N—-1 2000—-1

Digamos que una pareja es afectada si por lo menos uno de sus elementos queda fuera
de la urna y sea U el nimero de parejas afectadas. Se tiene entonces U = N — X,
ast que:

o (2N—-m)(2N—m—1) _ 4N—-m—1
E [U] =N - 2(2N-1) = a2 M

Obsérvese que, si N es grande, para valores pequenos de m esta esperanza es aproxi-
madamente igual a m.

U es también el nimero de nimeros distintos seleccionados.

En el caso de la poblacion de matrimonios, se tiene:

E U] = #5251t m = 2830-1(500) = 437.59

_ (2N-m)(2N—-m—1) __ (2000—500)(2000—500—1)
E[X] = 2(2N—1) - 2(2000—1) = 562.41

E[Y] = m(m—1) _ 500(500—1) _ 69 404

(2N-1) 2(2000—1)

[\

EJEMPLO 9.53. Una caja contiene n componentes eléctricos, de los cuales r estan
defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden aleatorio hasta que
se encuentren los r defectuosos. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que se
realizan?

Solucion

Sea X el nmimero de chequeos que se realizan y, para i € {1,...,n —r}, sea X; una
variable aleatoria que toma el valor 1 si la i-ésima ldmpara que no estd defectuosa se
selecciona antes de que se hayan seleccionado todas las que si lo estan, y 0 en otro
caso. Entonces se tiene:

ElX]=P[Xi=1]=

r+1
Asi que:
n—r n—r n—r)r r(n+1
B[X)= B [r+ i X = r+ S0 B[X] =+ o — rloid
EJEMPLO 9.54. Sean X1,..., X, n variables aleatorias idénticamente distribuidas de

esperanza finita y tales que P[> _, Xi = 0] = 0, entonces:
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=F [ZZZI %] > k-1 [Zk 1Xk] =nk [m}

Asi que, [

_1
n

Zk 1in|

PrOPOSICION 9.55. Seann € N, X una variable aleatoria tal que X" tiene esperanza
finita y p un polinomio de grado n, entonces:

E [p(X)] 0)+ [, (x)[1 — Fx(z) dx—f P (z)Fx (x)dx

Demostracion

Para cualquier » € Ny = € R, se tiene \:U]T_l < 1+ |#|", asf que E [’X’r—l] <

1+ F[|X|"]. Por lo tanto, si X" tiene esperanza finita, entonces también X" ! tiene
esperanza finita.

Por otra parte, para k € {1,...,n} y y € R, se tiene:

(

Pl yigX yﬂ siy>0ykes par

P[X*<y] = P|X <y siy >0y k es impar

0: siy<0ykes par

PlX < —(—y)%] siy <0y k esimpar

\ L

Asi que
X = I |1 — Fx y%)—i-FX(—y%)] dy si k es par

1 — Fx( ) dy — [° Fx (—(— ¥ )dy sik esimpar

Jo (y*) | dy — |~ y)* ) dy D

ST ka1 = Fx(2) 4+ Fx(—2)] dx si k es par
ST ka1 = Fx(@)] dx — fi)oo ka*~1Fx () dz si k es impar

= [y ka1 — Fx(x)] do — ffoo kxk1Fy (x) dx
Por lo tanto, si p(x) = >, _, arz®, se tiene:
Ep(X)] = p(0) + 324, arF [X*]
0) + f0°° S ka1 — Fy(2)] do — [° S0 kaga* ' Fx (z) do

0)+ Jy P'(2) [l — Fx(x) dx—f P (z)Fx (z)dx
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EJEMPLO 9.56. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion dada por:

stx <0
r+1) si0<z<l
r+2) sil<z<?2

stx > 2

Encuentre la esperanza de X" para cualquier n € N.

Solucion

E(X™) = [Zna" ' [1 — Fx(x)] da

= fol na" 1 - iz +1)] do + ff na" 1 — iz +2)] do
= gfl(él — z)z" dy + 2 f12(3 —x)z" dx

0
_n(4 __ 1 3o9n _ 3 1 1 o9n+l
5 (n n+1 + n2 n + n+1 n+12 )

—n(ly 39n _ 1 ontl) _ 1 1nit39n

_5(n+n2 n+12 )_5+5n+12

PrROPOSICION 9.57. Sea X wuna variable aleatoria y consideremos la descomposicion
Fx =aF¢ + (1 —a) Fg, en donde a € [0,1], F¢ es una funcion de distribucion dis-
creta y F'5 una funcion de distribucion continua. Sean'Y y Z dos variables aleatorias
con funciones de distribucion F¢ y F§, respectivamente. Entonces:

Elg(X)] = aE[g(Y)] + (1 — ) Elg(2)]
para cualquier funcion boreliana no negativa.

Demostraciéon

Denotemos por B a la o-dlgebra de Borel en R y recordemos que B es la o-dlgebra
de subconjuntos de R generada por la familia de intervalos de la forma (—oo, x], en
donde z € R.

Por la proposicién 6.8, las funciones py : B+— R, py : B— Ry p, : B— R definidas
por puy(B) = P[X € B], uy(B) = P|Y € Bl y uy(B) = P|Z € B], respectivamente,
son medidas de probabilidad. Por lo tanto, también la funcién p : B +— R definida
por u(B) = apy (B) + (1 — a) puy(B) es una medida de probabilidad.

Ademss, como Fx = aF¢ + (1 —a) F%, jux((—o00,x]) = pu((—o0, z]) para cualquier
x € R. Por lo tanto, aplicando la proposicién 5.39, uy(B) = p(B) para cualquier
B € B.
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Sea ¢ : R +— R una funcién boreliana no negativa. Para cada m € N, sea:

m2™ f— .
o (1) { S S enit <y g} (@) s g() <
" 0

m
si g(z) =2 m

Dados m € Ny z € R”, sea k el tinico nimero entero no negativo tal que 21 <

277L
g(z) < 2. Entonces, como ¢, (z) = 21, se tiene g(z) — 55 < ¢,,(z) < g(z), asf que

im0 Som( )_g( )

. 2k—1 . _ _ )
Ahora bien, como 2(m+1) < g(x) < 2,,21%, se tiene que ;,’fﬁ < g(x) < ;,’flﬁ o bien
2%—1 2% . . o 2%—2 _ k=1 _
snrt < g(z) < 5m%r. En el primer caso, se tiene ¢, (7) = 55t = T = ©,,(7)

mientras que en el segundo, se tiene ¢, (z) = 2557 > 2522 = ¢ (). Asf que, en

cualquier caso, ¢,,(w) < ¢, (w).

Asf que, ¢,, es una sucesién monétona no decreciente de funciones no negativas tales
que lim,, ..o ¢,,(x) = g(z) para cualquier x € R™.

Para cada m € N; se tiene:

Ele,(X)]=E [ i = ]{yGR ot <9()<ghw g(y)<m} (X)}

=Y 5B [I{yeR:%Sg(yK%,g(me}(X>]

=Y P [X e {yeR: 5 <g(y) < o=, 9(y) <m}]
=3 Sty ({y e R: 5L < g(y) < &, 9(y) < m})

= a2 ’Zmluy {yeR: 5 <g(y) < £, 9(y) <m})
(1= a) X S, ({y e R 5L < g(y) < o, 9(y) <m})
= a ) ’;JP [V e{yeR: 5 <g(y) < g7 9(y) <m}]

+(1—-a) kO 2m [Ze{ye 1§g(y) 2m,g(y)<m}]

™ g1
= aZk 0 2om TR [I{yeR A <g(y)<or 7g(y)<m}(Y)]
m2m
+(1—a)X 5, kzmlE [I{yER bt <9(y) <zt 9(v) <m}<Z)}

N m2™ k-1
_ozE[ k=0 om I{yeR B <g(y)< 4 .9(y) <m}(Y)]
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m27VL k,‘fl
+(1-a)E |35 Wl{yeR:%Sg(ng%,g(yKM}(Z>
= aE [0, (V)] + (1 — ) Ep,(2)]
Asi que, por el teorema de la convergencia mondétona:

Elg(X)] =aEg(Y)]+ (1 - ) E[g(2)]

COROLARIO 9.58. Sea X wuna wvariable aleatoria y consideremos la descomposicion
Fx =aF¢ + (1 —a) Fg, en donde a € 0,1], F¢ es una funcion de distribucion dis-
creta y F'5 una funcion de distribucion continua. Sean'Y y Z dos variables aleatorias
con funciones de distribucion F¢ y F§, respectivamente. Entonces:

Elg(X)] = aE[g(Y)] + (1 - ) [g(2)]

para cualquier funcién boreliana tal que E [|g(X)|] < oo.

Demostraciéon

19(X)| = g7(X) + g7 (X), asf que E[[g(X)|] < oo siy sélosi E[gH(X)] < ooy
Elg (X)] < 0.

Ademis, por la proposicién anterior:
Elg"(X)] =alg" (V)] + (1 —a)[g"(Z)]

Elg(X)]=alg (V)] + (1 —a)[g(Z)]

Ast que si E[|g(X)|] < oo, entonces también E [|g(Y)[] < oo y E [|g(Z)]] < oc.
Finalmente,

Elg(X)] = E[g"(X)] — E[g~ (X)]

=a[ElgrV)]+(1-a)Elg" (V)] —a[Elg-Y)]] - (1 —a) E[g~(Y)]
=a(Elg"Y)-Elg YD+ A -a)(Elg"(Z2)] - Elg(2)])

=abg(Y)]+ (1 — ) [9(Z)]

Utilizando la notacién del tltimo corolario, obsérvese que se tiene:

PlY =z]=1P[X =2
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Asi que:
aEg(Y)] = Z{meR;P[sz]>o} g(x)P[X = 2]

Ademsds, si Fx tiene derivada continua por pedazos, entonces F'; es absolutamente
continua y se tiene:

E9(X)] = X perpix=as0 9@) P [X = 2] + [T g() Fi(2)dx

EJEMPLO 9.59. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion dada por:

six<—i7r
(2—2%) si —qr<z<0
24+2z) si0<z<im

Sil‘z}lﬂ

Fx(l’) =

= ool— O

Encuentre la esperanza de cos X.

Solucion
Se tiene:
1 2 ; _ T
% 128 5? r = 0_4
= 81 x =
PlX =a]= iz stx=1
27 16 =3
0 en otro caso
—% st — % <z<0
Fi(z)=< 3 si0<z<?
0 en otro caso
Asi que:

Efcos X]| =3 cr.pix—ss0y COSTP [X =] + [ cos xFy(x)dx

= (;11 — %) cos (—%) + %lcosO + (% — 1“—6) cos § — fi)% 2 cosxdx + fog icosxdw

— (132 _ 2 V2 V2 | V2 1
_(Z+T_%”2 3—27T>+(4 TR 4>



312 9. ESPERANZAS

9.7. Varianza y demas momentos

Como ya vimos, la esperanza de una variable aleatoria X es un nimero que es apro-
ximadamente igual al promedio de los valores que toma X cuando el correspondiente
experimento aleatorio se repite muchas veces. Sin embargo, los valores particulares
que toma X pueden diferir en mucho de su esperanza. ;Qué tanto se alejan de su
esperanza los valores que toma X7 Esta pregunta tiene sentido no inicamente desde
el punto de vista tedrico, también lo tiene desde un punto de vista préactico pues
siendo £ [X] aproximadamente igual al promedio de los valores que toma X, en un
problema especifico, £ [X] podria tomarse como una aproximacién a los valores de
X, cosa que funcionarfa entonces muy bien en promedio, pero ;qué pasaria con la
aproximacién al tener cada valor individual de X7, o en otras palabras, ;qué error
estarfamos cometiendo al aproximar un valor particular de X con su esperanza? Esto
nos lleva a considerar la diferencia X — E[X] y a establecer una medida para esta
diferencia, lo cual podemos hacer de diferentes maneras.

Una manera podria consistir en considerar el promedio de los valores que toma la
variable aleatoria Y = |X — E[X]| y tomar ese promedio como una medida del ale-
jamiento de los valores de X de su esperanza. Sin embargo, existe un problema con ese
método. Para verlo claramente, observemos que el tomar el valor de F [| X — E [X]|]
como la medida del alejamiento de X de su esperanza, nos lleva a preguntarnos si,
en este sentido, es la esperanza de X la mejor aproximacién a los valores de X. Es
decir, el nimero real que mejor aproxime a los valores de X deberfa ser uno para el
cual la funcién f(z) = E'[|X — z|] alcanzara un valor minimo. ;Serd x = E[X] este
valor? La respuesta es negativa. Consideremos, por ejemplo, una variable aleatoria
con distribucion exponencial de pardmetro A, se tiene entonces:

f(@) = BIX = al] = [y — 2l e Mdy = [7(z — y)e ™y + [y — x)Ae vy

e+ A — 1) + ye M = $(2e7 + Az — 1)

Derivando esta expresiéon con respecto a x e igualando a cero se obtiene z = %ln 2,
punto en el cual la funcién f alcanza un minimo pues su segunda derivada en ese
punto es positiva. De esta manera, no es en x = E[X] = + en donde la funcién f

hy
alcanza su valor minimo.

Un valor z para el cual la funcién f(z) = E[|X — z|| alcanza un valor minimo tiene
una caracterizacién interesante, la cual puede obtenerse del siguiente resultado:

PRrROPOSICION 9.60. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:

E[|X —z|] = E[|X|] + 2 [, Fx(2)dz — = para cualquier x € R.
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Demostracién
Fijemos z € R y sea Y = | X — z|, entonces, para y > 0, se tiene:
Fy(y) =PI X —2[<yl=P[-y<X-2<yl=Plr—y <X <z +y
=Fx(z+y) - Fx(@—y)+ P X =z -y
Asf que:
Gz)=E[IX —=f] = [;"[1 - Fr(y)]dy
=Jo L= Fx(z+y)+ Fx(x —y) - P[X =2 —y]ldy
=Jo L= Fx(z+y)+ Fx(z —y)ldy = [[7[1 = Fx(2)]dz + |7 Fx(2)dz
= [ = Fx(2)]dz — [T[1 = Fx(2)]dz + [°_ Fx(2)dz + [ Fx(z)dz
=E[|X[|+2 [, Fx(2)dz —x

n

Si X es una variable aleatoria continua, de la proposicién 9.60 se sigue que la funcién
f(z) = E[|X — z|] alcanza un valor minimo si y s6lo si Fx(z) = 3. Un nimero real
x con esta propiedad es llamado una mediana de X. De manera general, se tiene la
siguiente definicién:

DEFINICION 9.61 (Mediana). Sea X una variable aleatoria cualquiera. Se dice que
un nidmero real m es mediana de X si P[X <m] > 1y P[X >m] > 1.

El ejercicio 9.39 desarrolla este concepto y en el ejercicio 9.41 se demuestra que m € R
es mediana de X siy solo si la funcién f(z) = E'[|X — z|| alcanza su valor minimo en
m.. Por el momento basta con mencionar que uno de los problemas que se presenta
con este concepto es que no siempre hay una tnica mediana, lo cual se ilustra con el
siguiente ejemplo:

EJEMPLO 9.62. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardme-
tro p. Encuentre el conjunto de medianas de X.

Solucion

PX<n]=>" PX=a]=>" p(l—p~"=1-(1-p)"t > 1 siysolo si
n =

In2
g 1

PX>n] =32 PX=ua]=%" pl—p"=(1-p" >3 siysilosin <
In 2
In(1-p)~
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De manera que si _—mgzp) es un numero natural entonces m € R es mediana de X st y
In 2 In 2 1\ %
510 si __In2 1 _ _In2 ini — 1 (L)~
solo stm € [ (l—p) 1, W) |- Esto ocurre inicamente cuando p = 1 (2) para

algin nimero natural k, en cuyo caso, m es mediana de X si y solo sim € [k—1,k].

In 2

— =~ no sea un numero natural, es decir que p no sea de la
In(1—p) ’

En el caso en que

1
formap=1-— (%) ¥ con k € N, entonces X tiene una unica mediana m, igual al mds

pequeno nimero entero no negativo n tal que n > n2 __ 1.

~ In(1-p)

In2
~ In(1-p)
sélo si m € [7,8]. En este caso, E[X]| = % = 11.049, pero un valor para el cual

1
Por ejemplo si p = 1 — (%) 8, entonces = 8, asi m es mediana de X si y

E|X — z|] sea un minimo es cualquier niimero real en el intervalo [7,8].

Por otra parte, en cualquier caso, si E[|X — z|| es la medida del alejamiento entre x
y los valores de X, se tendria que tomar como mejor aproximacion de los valores de
X a cualquiera de sus medianas en lugar de su esperanza.

PROPOSICION 9.63. Sea X una variable aleatoria de varianza finita y definamos la
funcién H : R — R mediante la relacion H(z) = E [(X — x)Q] Entonces H alcanza
su valor minimo en x = E [X].

Demostracién
H(z)=FE[(X —2)’] = E[X? — 22F [X] + 2?
H'(x) =2z —2F [X]

Asi que H alcanza su valor minimo en z = F [ X].

De acuerdo con la discusién anterior, podemos tomar a £ [| X — z|] como la medida del
alejamiento entre x y los valores de X, en cuyo caso se tendria que tomar como mejor
aproximacion de los valores de X a cualquiera de sus medianas, o bien podemos tomar
a kb [(X — x)z} como la medida del alejamiento entre x y los valores de X, en cuyo
caso la mejor aproximacién de los valores de X es su esperanza. Las dos opciones son
perfectamente aceptables, pero siendo la segunda la que conserva a la esperanza como
la mejor aproximacion de los valores de X, parece ser la mejor. Ademss, es la segunda
la que histéricamente surgié de manera natural, sobre todo en la formulacién general
de los teoremas que generalizan resultados como el de de Moivre, que se expuso en la
seccién 8.3, los cuales son conocidos como los teoremas limite y que han jugado un
papel central en el desarrollo de la Teoria de la Probabilidad.

Lo anterior motiva las siguientes definiciones:
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DEFINICION 9.64 (Varianza). Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Se
define la varianza de X, Var(X), mediante la relacion:

Var(X) = E [(X — B(X))?]

A la raiz cuadrada no negativa de la varianza se le llama la desviacion estandar
de X.

La varianza de una variable aleatoria mide entonces el alejamiento de los valores de
X de su esperanza. También se acostumbra decir que la varianza es una medida de
la dispersion de los valores de la variable aleatoria.

DEFINICION 9.65 (Varianza finita). Diremos que una variable aleatoria X tiene
varianza finita si se cumplen las siguientes dos condiciones:

(i) X tiene esperanza finita.
(i) (X — E[X])? tiene esperanza finita.

PROPOSICION 9.66. Una variable aleatoria X tiene varianza finita si y sélo si X>
tiene esperanza finita.

Demostracion

Se tiene X2 = (X — E[X])* 42X E [X] — (E [X])?, asi que si X tiene varianza finita,
entonces X2 tiene esperanza finita.

Supongamos ahora que X? tiene esperanza finita.

Se tiene | X| <1+ X2y (X — E[X])* = X2 — 2XE [X] — (F [X])*. De manera que
tanto X como (X — E [X])” tienen esperanza finita. Es decir, X tiene varianza finita.

PROPOSICION 9.67. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:
Var(X) = E[X?] - (E[X])”
Demostracion

Si X no tiene varianza finita entonces X? no tiene esperanza finita, asi que se cumple
la igualdad. Si X tiene varianza finita, entonces X? tiene esperanza finita y se tiene:

Var(X) = E[(X — E(X))*)] = E[X? - 2XE(X) + (E[X))?]
= B[X’] - 2(B[X])’ + (E[X])’
= E[X’] — (E[X])*
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EJEMPLO 9.68. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n y p. Encuentre la varianza de X.

Solucion
EX]=E[X(X -1)+X]=E[X(X -1)]+E[X]
=Yior(@ = DPX =al+np =30 go(z = )()p" (1 —p)" " +np

= ZZ:o z(r — 1)x!(7:iz‘)!p$(1 —p)" 4 np= ZZ=2 W(!n—x)!px(l —p)" " +np

= n(n— 1)p* Y1y e gp” (1= p)" ™ + np

=n(n—1)p* Y0, )p" (1 —p)"* +np

=n(n—1)p* > 020 (") p" (L= p)" 2~ + np = n(n — )p? + np = n?p? + np(1 — p)
Ast que:

Var(X) = E[X? — (E[X])* = n*p* + np(1 — p) — n?p* = np(1 — p)

EJEMPLO 9.69. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
A. Encuentre la varianza de X .

Solucion

E[X=E[X(X-1)+X]=E[X(X —1)]+ E[X]

A

=Yoo r(r - DP[X =a]+ A =37 a(z — 1) X5

xT:

+ A
= Ne AT, A= Ne e A =24
Asi que:

Var(X) = E[X?] - (E[X])> = M+ A= \* =\

EJEMPLO 9.70. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardme-
tro p. Encuentre la varianza de X.

Solucion
E[X?=E[X(X 1)+ X] = BE[X(X —1)] + E[X]
=2z — 1)p(l — p)* + L2

=p(1—p)? Yoy w(r — 1)(1—p)* 2 + L2
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=p(1=p)* 200, (1= p)" + 52 = p(1 = p)? 5 S02,(1 = p)" + 552

2 )2 _ 2 _
=p(1 _p)2cg7% + % — 2(1p2p> + %

Ast que:

Var(X) = E[X?] — (B[X])? =220 p e (ph _ (ph 4 1o Lop

p? p? P p?

EJEMPLO 9.71. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por

1 . ok
Kk r1)2F X st x =2 5 keN
fl@) =9 1= X mmne sie=0
0 en otro caso

Encuentre la varianza de X.

Solucion

E[X]= ZklkkJrl Zkl[%_k+1]:1

22k o
EX? =302 TR = 2ol FTT) k+1 =
Ast que, aunque X tiene esperanza finita, su varianza es infinita.

EJEMPLO 9.72. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros o
y A. Encuentre la varianza de X.

Solucion

E[X*Y = [T a?fx(z)dz = F(a) Jo et e Mdr = = Fl( ) Sy tevdy

Ma+2) _ alatl)
T(a) — A2

Asi que:

Var(X) = B[X?] — (B[X])* = 2oyl — & — o

EJEMPLO 9.73. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros
u y . Encuentre la varianza de X .

Solucion

Var(X) = B [(X — p)’] = [% (2 — ) fx(2)de = 2= [ (x — p)?e 22 da

o R 0 R —z o
= v [ e dy = G [P dy = 2 X sse Az = 20(3) = o
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PROPOSICION 9.74. Sean X yY dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces,
XY tiene esperanza finita.

Demostraciéon

Para cualquier par de nimeros enteros z y y, se tiene |zy| < 2% + 3%, Asi que,
XY < X?2+Y2

Por lo tanto, XY tiene esperanza finita.

COROLARIO 9.75. Si X y Y son dos variables aleatorias de varianza finita y a y b
son dos nimeros reales cualesquiera, entonces aX + bY tiene varianza finita.

Demostracion

(aX + bY)2 = a’X? + 2abXY + b*Y?, asf que, por las proposiciones 9.74 y 9.66,
aX + bY tiene varianza finita.

DEFINICION 9.76 (Covarianza). Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza
finita. Se define la covarianza de X yY, Cov(X,Y), mediante la relacion:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X] E[Y]

PROPOSICION 9.77. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de varianza
finita, entonces Cov(X,Y) = 0.

Demostraciéon

El resultado es inmediato pues X y Y son independientes y tienen esperanza finita,
asi que E[XY] = FE[X]|E[Y].

El siguiente ejemplo muestra que la covarianza entre dos variables aleatorias puede
ser cero sin que éstas sean independientes.

EJEMPLO 9.78. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:
% sixe{—1,1}

fl)=4 5 siz=0
0 en otro caso

y sea Z una variable aleatoria, independiente de X, con distribucion uniforme en el
conjunto {—1,1}. Definamos la variable aleatoria Y de la siguiente manera:
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Y:{Z st X =0

0 en otro caso
Se tiene entonces:
) =PY =yl=PY =y, X =0/ + P[Y =y, X # 0]
=P[Z=y,X=04+PY =y, X#0=P[Z=y|P[X =0+ Ijn(y)P[X # 0]
siye{-1,1}

siy =20
en otro caso

= y) + o (y) =

O NI~

fxy(@y) =P[X=2,Y =y =P[X=2,Y =y, X =0+ P[X =2,Y =y, X £0]
= Iy ()P [Z =y, X = 0] + I1op (y) L1113 (2) P [X = 2]

= Ly ()P [Z = y] P[X = 0] + Loy (y) [1—113 (2) P [X = ]

= oy (@) () + 1oy () -1y (@)

_ T sie=0ye{-1,1} 6y=0,z€e{-1,1}
0 en otro caso
Ast que, por ejemplo, P X =1,Y =1] # P[X

no son independientes. Por otro lado, E[X] = FE
Couv(X,Y) =0.

Y = 1], de manera que X yY

1P
Y] = [X Y] =0, de manera que

PrOPOSICION 9.79. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita y a y b
dos numeros reales cualesquiera. Entonces Cov(aX,bY) = abCov(X,Y).

Demostracion

Cov(aX,bY) = E[aXbY]—E[aX] E[bY] = ab(E[XY] — E[X]E[Y]) = abCov(X,Y)

PrROPOSICION 9.80. Sean X, X1,..., X, n+1 variables aleatorias de esperanza finita.
Entonces:

(i) Var(X) =0 si y sdlo si existe una constante ¢ tal que P [X = ] = 1.
(i) Var(aX + b) = a®*Var(X) para cualesquiera constantes a y b.
(iii) Si Xq,..., X, tienen varianza finita, entonces y ., X; también tiene va-
rianza finita y:
VC”’(Z?:l Xl) = Z?:l VGT(X ) +2 Z{z j€{1,....n}i<5} COU(X“ Y})

.....
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Demostracién

i. Var(X) = 0siy sélo si B [(X — E(X))Q] = 0, lo cual, por la proposicién 9.46,
ocurre si y solo si P [(X — E(X))? = 0] =1, es decir, P[X = E(X)] = 1.

ii. Var(aX +b) = E [(aX — aE[X])*] = a®E [(X — E[X])?] = a*Var(X)

iti. Que > | X; tiene varianza finita se sigue del corolario 9.75 y un razonamiento
de induccién. Ademas:

Var(Si, Xi) = B (S, X = iy B [X)] = B [(SL, (6 - BIX)?]

,,,,,

.....

COROLARIO 9.81. Sean Xi,...,X, n wvartables aleatorias independientes y de va-
rianza finita, entonces Y ., X; también tiene varianza finita y Var(} ., X;) =

Yo, Var(X;).

EJEMPLO 9.82. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros
u y 0. Encuentre la esperanza y la varianza de X .

Solucion

La variable aleatoria Y = % tiene distribucion normal estindar y X = oY + u, ast

que:
E[X]=cE[Y]|4+pu=pu
Var(X) =o*Var(Y) = o?

EJEMPLO 9.83. n bolas se van colocando, una por una y al azar, en cualquiera de
n cajas. Sea X el nimero de cajas que quedan vacias. FEncuentre la esperanza y la
varianza de X.

Solucion
Para cada i € {1,...,n}, definamos la variable aleatoria X; de la siguiente manera:

¥ { 1 sila i-ésima caja queda vacia
i =

0 en otro caso

Entonces, parai,j € {1,...,n}, se tiene:
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E[X] =00 — (1 - L)"

nn n

EX)=E[X]=(1-1)"

E[XX)] = 225 = (1= 2)" parai # j

Asi que:

Var(X) = E[X}] = (BIX])’ = (1-2)" - (1= 4™
Cov(X;, X;) = E[X;X;] - E[X,]E[X;]=(1-2)"—(1- ;)%
para i # j.

y, como X = 3" E[X,], entonces:

EX]=YLEX]=n(1-7)"

.....

(=2 (-2 +20) [0- 2" - (-]
—n(1-3"—n(1-H"4nn-1)(1-2)"—nn-1)(1-2)*"
(=

"+nn—1)(1-2)"—n? (1—l)2n

n

—a=2) - =) (-2 - (- 3]

Obsérvese que sin es grande, entonces E [X] ~ ne~! ~ 0.3679n, ast que, en promedio,
aproximadamente el 36.79% de las cajas quedan vacias.

En ocasiones este problema se plantea de la siguiente forma: dadas n tarjetas nume-
radas del 1 al n, se seleccionan, al azar y con reemplazo, n de ellas; entonces, sin es
grande, en promedio, aproximadamente el 36.79% de las tarjetas no son seleccionadas.

PrROPOSICION 9.84 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X yY dos variables
aleatorias cualesquiera, entonces:

E[IXY|| < VEX]VE[Y?]

Ademds, si X yY tienen varianza finita, entonces |E[XY]| = /E [X2]\/E[Y?] si
y solo si existen constantes a y b tales que por lo menos una de ellas es distinta de
ceroy PlaX +bY =0] = 1.
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Demostracién
Si F[X?] =00 0 E[Y?] = 0o la desigualdad es obvia.

Supongamos ahora que F[X?] < co y F[Y?] < oo, es decir, que tanto X como YV
tienen varianza finita.

Sea o = (E[Y)* y § = (BX?)".

Si o = 0, se tiene E [X?] = 0, de manera que:
P[IXY|=0>P[X=0=P[X?*=0]=1

Por lo tanto, £ [|XY|] = 0. Asi que se cumple la desigualdad.

De la misma manera, si 5 = 0, entonces E [| XY|] = 0. Asi que se cumple la desigual-
dad.

Supongamos ahora que a > 0y 3 > 0.

Sabemos que « | X| — B |Y] tiene varianza finita y se tiene:

0< E[(a|X]-B|Y)])?] =?E[XY+F°E [V -2aBE [| XY || = 2a*3>~2aBE [| XY |]
Asf que, af — E[|XY|] > 0. Es decir, E[|XY]] < af.

Para la segunda parte, supongamos primero que X y Y tienen varianza finita y que
|E[XY]| = VE[X?]VE[Y?].

o=

Definiendo, como antes, o = (F [Y2])% y B = (E[X?])?, se tiene:

Sia =0y =0, entonces P[X =0] = P[Y =0] = 1. Porlotanto P[X =0,Y = 0]
1. De manera que, tomando en consideracién que P[X =0,V =0] < P[X +Y = 0],
se tiene P [X +Y = 0] = 1. Es decir, se tiene el resultado deseado con a = b = 1.

Sia# 06 B # 0 se tienen los siguientes dos casos:

Si E[XY] > 0, entonces:

0< E[(aX - BY)’] =2a28% — 2a8E [XY] =0

Asi que, F [(aX — ﬂY)2] =0, de lo cual se sigue P [aX — Y =0] =1
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a y b = —pf.

Si E[XY] <0, entonces:
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0< E[(aX + BY)’] =202 + 208E [XY] =0
Asf que, E [(ozX + BY)Q} =0, de lo cual se sigue P [aX + Y =0] = 1.
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a y b = (3.

Finalmente, supongamos que existen constantes a y b tales que por lo menos una de
ellas es distinta de cero y P [aX + bY = 0] = 1. Supongamos, por ejemplo, que a # 0,
entonces P [X = —SY} = 1. Asi que:

(BIXY)? = 5 (BY?) = B[(-LY)"| EV? = B X} B[Y?)

COROLARIO 9.85. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces:

|Cov(X,Y)| < /Var(X)y/Var(Y)

Ademds, la igualdad se cumple si y sélo si existen constantes a, b y c tales que a y b
no son ambas cero y PaX +bY =c¢| = 1.

Demostracion

Utilizando la proposicién 9.84, se tiene:

Con(X. V)| = |E[(X ~ E[X)) (Y ~ EY])| < E[[X - B[X]|[Y ~ E[Y]|
< \E[(X - EX)]E[Y - B = VVar(X)y/Var(Y)

Si la igualdad se cumple, entonces se tiene

BI(X - BIX])) (Y - EV])]l = \JE [(X - EIX)?]JE[(¥ - EIV])].

De manera que, nuevamente por la proposiciéon 9.84, existen constantes a y b tales
que no son ambas ceroy Pla (X — E[X])+b(Y — E[Y]) = 0] = 1. Es decir:

PlaX +bY =c]=1

en donde ¢ = aE [X] + bE[Y].

Supongamos ahora que existen constantes a, b y ¢ tales que a y b no son ambas cero
y

PlaX +bY =¢| = 1. Entonces F[aX +bY —¢] = 0, de lo cual se sigue ¢ =
ElaX +bY]. De manera que se tiene Pla (X — E[X])+b(Y —E[Y])=0] = 1.
Asi que, por la proposicién 9.84, se tiene:
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[Cov(X,Y)| = [E[(X = E[X]) (Y = E[Y])]| = /Var(X)y/Var(Y)

DEFINICION 9.86 (Momento de orden n). Sea X una variable aleatoria y n un
entero no negativo. Si | X|" tiene esperanza finita, se dice que X tiene momento de
orden n finito y a la cantidad E [X"] se le llama el momento de orden n de X.

EjeEmpPLO 9.87. Para cualquier n € N, encuentre el momento de orden n de una
variable aleatoria con distribucion normal estandar.

Solucion

Sea X una variable aleatoria con distribucion normal estindar. Para cualquiern € N,
se tiene:

E[X[") = 2= [7, |a" e 8 de = 2= [ ame i da

e Vdy = %F(”—H) < 00

2% oo
= Jo v
Asi que X tiene momento de orden n finito.

0 st n es impar

i« et

o] _ 1,2 .
\/Lz—ﬂfo z"e 2% dx sin es par

0 st m es impar 0 st es impar
= 5 co n—1 _ . - 5 .
%fo yz e Ydy sin espar %F("TH) sin es par

_J 0 sin es impar
1 1:3:5---(n—1) sin es par

PROPOSICION 9.88. §i una variable aleatoria X tiene momento de orden n finito,

entonces, para cualquier entero no negativo m < n, X tiene momento de orden m
finito.

Demostraciéon

Para cualquier 7 € Ny 2 € R, se tiene |7 < 1+ |2|’, ast que E[|X["7'] <
1+ E[|X]|"]. Por lo tanto, si X tiene momento de orden r finito, entonces también
tiene momento de orden r — 1 finito, lo cual prueba el resultado.

EJEMPLO 9.89. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad f dada por:

f(x):{ (? six €N

en otro caso
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1

=) 1 .
r=1 ,r+2

en donde r es un entero no negativo y ¢ =

Sea n un entero no negativo. Sin < r, entonces:
ny __ [e'e} v o) 1 [e’e} 1
E HX| ] - 021:1 xrt2 T CZ:E:I p(r—m)+2 S CZI:I z2 <
Ast que X tiene momento de orden n finito.
Sin > r, entonces:
BIX["=cy 3l m=c) S 2 el 3 =
- =1 gr+2 — =1 22 = =1z

Ast que X no tiene momento de orden n finito.

9.8. Desigualdad de Chebyshev

PrROPOSICION 9.90. Sea X cualquier variable aleatoria y e cualquier nimero real
positivo, entonces:

P[|X]|>¢] < 1E[X]]
Demostracion
BIX|) = [ [1 = Fix(@)] do = f; [1 = Fx()] do+ [ [1 = Fx(2)] da

> [0 [1 - Fx|(z)] dov = [ P[|X| > a]lde > [[ P[|X|>¢e]lde=eP[|X|>¢]

COROLARIO 9.91. Sea X cualquier variable aleatoria y € cualquier nimero real posi-
tivo, entonces:

P[|X]| > ¢] < E[X?]

Demostracion

COROLARIO 9.92 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X cualquier variable aleatoria
de esperanza finita y € cualquier nimero real positivo, entonces:

PIX ~ E[X]| 2 & < 2Var[X]

EJEMPLO 9.93. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
nyop.
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Tomando n = 16, p = % y € =2, la desigualdad de Chebyshev establece:
Pl X —-8/<1]>0

de lo cual no se obtiene informacion. Ademds:

PX -8/ <2/=PT<X <9 =537 (1%) =300 = 0.5455

65536

Es decir, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev estd muy lejos del valor
exacto.

Para valores de n grandes, el teorema de de Moivre Laplace establece:

P[|X,, —np| > z\/npq] = \/% [ e 2% dy
maentras que la desigualdad de Chebyshev nos dice:

P [1X,, —np| > z/npq| < =

De manera que si x < 1 la desigualdad de Chebyshev no da informacion y la cota que
establece puede ser bastante mala, por ejemplo:

P [|X, = np| > 02y/npq] = 2= [5ee = dy = 0.8415

Cuando x es muy grande, la desigualdad de Chebyshev establece una cota cercana a
cero, la cual estd cercana al valor exacto de la probabilidad, sin embargo, ain en ese
caso el error relativo que se comete, tomando la cota de la desigualdad de Chebyshev
por la verdadera probabilidad, es muy grande ya que:

1.2 1
2 0 _—5Y 2 —5T
11 Nt [oe 2 dy 2 , 3
1M ys 00 T
22

1 3z 3

= T Hmmwoo F = NGt mewoo ? =0
Es decir, el valor aproximado que da la desigualdad de Chebyshev es bastante mds
grande que el valor exacto.

Como conclusion podemos decir que, para el caso de una distribucion binomial, con
pardmetro n grande, es preferible recurrir al teorema de de Moivre Laplace para apro-
ximarla.

EJEMPLO 9.94. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardme-
tro p = 5. Para ¢ =10 la desigualdad de Chebyshev establece P [|X — 8| < 2] > 0.1,
pero:

PIX -9 <10] = P[X <18 = £ 31 (2)" = 0.8649
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Es decir, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev estd muy lejos del valor
exacto.

EJEMPLO 9.95. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro A = 1. Para € = 1 la desigualdad de Chebyshev establece P[|X — 1| < 1] > 0,
pero:

P[X -1 <1 =P[X <2] = [l e "dz = 0.8647

Es decir, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev estd muy lejos del valor
exacto.

A

A pesar de que en general la cota que establece la desigualdad de Chebyshev es mala,
ésta puede alcanzarse, como se muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 9.96. Sea X wuna variable aleatoria que admite como posibles valores —1, 0
y 1 con probabilidades p, 1 — 2p y p, respectivamente, en donde 0 < p < 1. Se tiene
entonces, F [X]| =0 y Var(X) = 2p, asi que, la desigualdad de Chebyshev establece
P[|X|>¢ < % para cualquier € > 0. Para valores de € mayores que 1 pero cercanos
a 1 y valores de p cercanos a %, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev

es cercana a 1. Por ejemplo, para ¢ = 1.01 y p = 0.49, se tiene % = 0.9607, pero
P[|X|>¢] = 0 para cualquier € > 1. De manera que en este caso la cota que

establece la desigualdad de Chebyshev es bastante burda. Sin embargo, para ¢ =1, se
tiene P[|X| > €] = 2p, es decir, la cota se alcanza.

A

La desigualdad de Chebyshev puede utilizarse para resolver algunos problemas de
estimacién. Sin embargo, como en muchos casos la cota que establece es muy burda,
el método en general no es muy bueno, tal como se muestra en los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 9.97. Supongamos que para decidir si una moneda estd balanceada, la lan-
zamos 10,000 veces y rechazamos la moneda como balanceada si el nimero de soles
que se obtienen difiere de 5,000 en k o mds, en donde k es un nimero por determi-
nar, de tal manera que, estando balanceada, la probabilidad de rechazar la moneda
sea a lo mds 0.01. St llamamos X al nimero de soles en los 10,000 lanzamientos y
suponemos que la moneda estd balanceada, la desigualdad de Chebyshev establece:

P[IX —5,000] > k] < 2%°

De manera que si tomamos k de tal forma que 2’,;5200 < 0.01, es decir k > 500, la

probabilidad de rechazar una moneda balanceada es menor que 0.01.
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El procedimiento con cualquier k > 500, digamos k = 500, es bueno en tanto que
satisface la condicion de rechazar una moneda balanceada con probabilidad menor o
tqual a 0.01. Sin embargo, veamos el resultado que se obtiene utilizando el teorema
de de Moivre Laplace, de acuerdo al cual se tiene:

P[|X —5,000] < k] = P [~k < X800 o k]

k< X8 25 s e 3 > 0.99

e

De manera que tomando kgg"r’ > 2.575, es decir k > 130, se tiene:
P[|X —5,000] < k] > 0.99

Asi que basta con tomar k > 130 para que la probabilidad de rechazar una moneda
balanceada sea menor que 0.01.

Obuviamente, tomando k = 500 se satisface el requerimiento de que la probabilidad de
rechazar una moneda balanceada sea menor que 0.01, sin embargo, de esta manera el
margen dentro del cual no se rechaza la moneda es mas amplio, ast que la probabilidad
de aceptar una moneda no balanceada resulta bastante mds alta que tomando k = 130.
En efecto, si p es la probabilidad real de que la moneda caiga sol, tomando k = 500,
la probabilidad f(p) de que la moneda se acepte estd dada por:

= P[4500 < X < 5500] = P | 452100  X—nmp - 55-100p
) | | Vrp(-p) VP \/pl -p)

54.995—100p
Voln e
f45 005—100 X
\/ﬂ Vr(1- p)p
Mientras que, tomando k = 130, la probabilidad g(p) de que la moneda se acepte estd
dada por:

— P[4870 < X < 5130] = p | 487-100p - X-mp _ 51.3-100p
5(z) | ] \/p(1-p) \/W \/p(1-p)

51.295—100p
[Wln =3 g
\/7 48. 70(51 1;)0;)
La grifica siguiente muestra f en linea solida y g punteada, observindose la notable
diferencia entre ellas para algunos valores de p. Por ejemplo, f(0.46) = 0.977055,
mientras que g(0.46) = 2.85912 x 1078.
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EJjEmMPLO 9.98. Una poblacion muy grande estd compuesta de dos clases de peces.
Para estimar la proporcion de peces de cada una de las clases, tomamos una muestra
y la proporcion de peces de tipo I que se obtenga en la muestra la tomamos como
la proporcion de peces de tipo I en la poblacion. sDe qué tamano debe de ser la
muestra para garantizar que la probabilidad de cometer un error menor que 0.01 con
esta estimacion sea mayor o igual que 0.959

Solucion

Si p es la proporcion de peces de tipo I en la poblacion, n el tamano de la muestra
y X el nimero de peces de tipo I que se obtienen en la muestra, entonces X tiene
aprorimadamente distribucion binomial y se estdn buscando los valores de n para los
cuales P Hi—( —p‘ < 0.01] > 0.95.

La desigualdad de Chebyshev establece:

P|X —p| > 0.01] < z2lp) < 2500

De manera que tomando Q‘Zﬂ < 0.05, es decir n > 50000, se obtiene el resultado
deseado.

Por otra parte, el teorema de de Moivre Laplace establece:

P|%—p| <0.01] = P |- < X o 00|

0ln .01n

1
1 svn 1.2
\/—27f_ o € 27 dx

S .
3
[N
B
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De manera que tomando %(z/lg > 1.96, es decir n > 9604, se obtiene el resultado
2
deseado, lo cual muestra que la desigualdad de Chebyshev da un resultado muy burdo.

A

Por lo expuesto anteriormente, pareciera que, al establecer estimaciones muy burdas,
la desigualdad de Chebyshev no tiene gran utilidad. Sin embargo, esto no es asf
pues ésta permite la demostraciéon de resultados fundamentales en la Teorfa de la
Probabilidad. Pafnuty Lvovich Chebyshev la demostré en 1867 en un articulo en el
cual mostré que el teorema de Bernoulli (ver proposicién 7.4) se puede generalizar
para obtener lo que se conoce actualmente como la Ley Débil de los Grandes Ntimeros,
la cual fue uno de los resultados que hicieron avanzar fuertemente las investigaciones
alrededor de los llamados teoremas limite de la Teoria de la Probabilidad.

Recordemos que el teorema de Bernoulli establece que si p es la probabilidad de
ocurrencia de un evento A, en un determinado experimento aleatorio, entonces, lla-
mando X, al nimero de veces que ocurre A al realizar n repeticiones independientes
del experimento, se tiene:

Moo P [|[Z2 —p| > €] =0
para cualquier nimero € > 0.

Utilizando la desigualdad de Chebyshev, este resultado se demuestra como sigue:

PH%—p! >5] = P[|X,, — np| > ne] = P[| X, — E[X,]| > ne]

< P[|X, — E[X,]] > ne] < 25 Var[X,] = U5 — r-p)

n2e2 ne

Asi que:

1y, P [|[ X2 — p| > ] < limyeoo 2552 = 0

En el ano 1800, Siméon Denis Poisson demostré una generalizacién del teorema de
Bernoulli al considerar una sucesién indefinida de ensayos independientes de tal forma
que la probabilidad de éxito en el ensayo n es igual a p,. Entonces, llamando X, al
nimero de éxitos que se obtienen en los primeros n ensayos, se tiene:

Xo _ 1§

h/m”woop [ n n 7=1 Pj

>€}:0

para cualquier nimero € > 0.

Utilizando la desigualdad de Chebyshev, este resultado se demuestra como sigue:
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P& =150 p| > e = P[|X0 - Sioumi| > ne] = PIX, — EIX]| > ne]
< P|Xy — E[X,]| > nel < L Var[X,] = 2200 < an 1

Asi que:

1, P [ X dsm ol 5} <Moo 1z = 0

Las formas generales de estos resultados se expondran en el segundo volumen de este
libro.

9.9. Funciones generadoras

En esta seccién vamos a introducir dos nuevos conceptos, el de funcién generadora
de probabilidades y el de funcién generadora de momentos. El origen de ambos se
remonta a Abraham de Moivre, quien, al resolver el problema de la determinacién de
la probabilidad de obtener una suma dada al lanzar n dados, introdujo un método
que, al generalizarse, darfa origen a una herramienta poderosa para el estudio de
sumas de variables aleatorias independientes.

El problema que se planteé de Moivre es el siguiente: dados un ntimero natural n y
un nimero entero m, comprendido entre n y 6n, jcudl es la probabilidad de obtener
una suma igual a m al lanzar n dados?

Para resolver este problema, de Moivre consideré un nimero entero positivo ¢ y n
dados balanceados imaginarios, cada uno con t +t2+- - - +15 caras, de tal manera que
t de ellas estdn marcadas con el niimero 1, t? con el nimero 2, etc. Consideré entonces
el experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de esos n dados imaginarios,
para el cual hay (t+t*>+- - -+15)" posibles resultados equiprobables. Entonces, el total
de formas en que puede obtenerse una suma igual a m, al lanzar los dados imaginarios,
estd dado por el término que contiene a t™ en el desarrollo de (t + % + -+ + %),
Ademis:

(t+ 4 +15)" = [tl‘tG]n =" (1) " (1-1)"

1-t

=" (R (=DM (] [0 (5]

Ahora bien, dado un nimero entero no negativo y, al desarrollar el producto

o (DR ()] [0, (5]
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los términos que contienen t¥ son aquellos que se obtienen de multiplicar un término
del primer factor conteniendo t%, para alguna k tal que y > 6k, con un término del
segundo factor conteniendo t¥~%. De manera que:

oo (DRG] 2020 (5] = 22020 X frocreny (CDF ) ()
Asi que:
() =0 T T acacgy (D (e

= ZZC;O Z{k:OgﬁkSy} (_ 1)k (Z) (nJr:[;l':—ﬁlkil) Y = Zz‘o:n Z{k:0§6k§x—n} (_1)k (Z) (33::2‘3;1) t*

Por lo tanto, si S es la suma de los nimeros que se obtienen al lanzar los n dados
imaginarios, se tiene:

P[5 =m]= m Z{k:0§6k§m—n}(_1)k(2) (m;(ikl_l)tm

Finalmente, la solucién al problema original se obtiene haciendo t = 1, asi que la
probabilidad p,,, de obtener una suma igual a m, al lanzar los n dados originales, estd
dada por:

Pm = % Z{k:OSGkSm—n}<_1)k (Z) (m;(ikl_l)

Por ejemplo, la probabilidad de obtener una suma igual a 11, al lanzar 3 dados, esté
dada por:

Ps = & Dgrosorssy (— 1D () ('2") = & Dico (D Q) (") = & [(2) = 30)] ==

9.9.1. Funcién generadora de probabilidades. El método utilizado por de
Moivre en la solucién del problema planteado en la introduccion de esta seccién motiva
la siguiente definicién:

DEFINICION 9.99 (Funcién generadora de probabilidades). Sea X una variable
aleatoria discreta que admite como posibles valores unicamente enteros no negativos.
A la funcion ®x definida por:

Dy (t) =D oo PIX = K| tF = E [t¥]

para todos aquellos nimeros reales t para los cuales la serie Y oo P [X = k]t* con-
verja absolutamente, se le llama la funcion generadora de probabilidades de X .

EJEMPLO 9.100. Sea X una variable con distribucion binomial negativa de pardmetros
r Yy p, entonces:
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» '
[1*75(1*10)]

para todos los nimeros reales t tales que [t(1 — p)| < 1, es decir, |t| < ﬁ.

Ox(t)=E[t*] =p Yoot (A —p)=p L1 —t(1—p)]"

Obsérvese que, dada cualquier variable aleatoria discreta X que admita como posibles
valores tnicamente enteros no negativos, la serie:

Z:O:OP[X = k] t

converge absolutamente para cualquier ¢ € [—1, 1] pues en ese caso dicha serie estd
acotada por la serie convergente > ;- , P[X = k] = 1. Ademds, si la serie:

Do P[X = K] to

converge para alguna to > 0 y t € [—to, to], entonces:
> o P[X = K] ’ﬂk < Yieo PIX =] o

asi que la serie:

Z?’:o P[X = k] tk

converge absolutamente.

Por lo tanto, si:

txy =sup {¢t > 0:laserie Y o, P[X = k] t* converge}

entonces tx > 1y la serie Y - P[X = k|t* converge absolutamente para cualquier
t € (—tx,tx) y diverge para cualquier ¢ € (tx,00) U (—o0, —tx).

De esta forma, la funcién generadora de probabilidades de X esta definida ya sea en
el intervalo (—tx,tx) o bien en el intervalo [—ty, tx].

El siguiente ejemplo muestra que la funcién generadora de probabilidades de una
variable aleatoria X puede estar definida tinicamente en el intervalo [—1, 1].
EjEMPLO 9.101. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

. .
_ ) & sizE N
fX(x) { 0 en otro caso
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en donde ¢ es una constante positiva tal que > -, fx(z) = 1. Sit > 1, se tiene
im0 t2 = 00, asi que la serie Zx 1 25t” no converge. Por lo tanto, la funcion
genemdam de probabzlzdades de X estd deﬁmda inicamente en el intervalo [—1,1].

A

Las siguientes dos proposiciones establecen dos de las propiedades bésicas de la fun-
cién generadora de probabilidades.

PROPOSICION 9.102. Sean X yY dos variables aleatorias discretas que admiten como
posibles valores tnicamente enteros no megativos y sean ®x y Py sus respectivas
funciones generadoras de probabilidades. Supongamos ademds que ®x(t) = Py (t)
para cualquier t € [—1,1], entonces X y Y tienen la misma funcion de densidad.

Demostraciéon

Por el teorema 25 del Apéndice, para cualquier ¢t € (—1,1), se tiene que tanto ®x
como Py tienen derivadas de cualquier orden en ¢ y, ademas:

Px(t)=> oy PIX =kth=P[X=01+>,,PIX =k|tr

L) = kP[X =EtF = P[X = 1]+ X0 kP [X = k] ¢+

() = k(k — )P[X = k] th2 = 2P[X =2 + 30, k(k — 1)P[X = k] tF=2
() =322 k(k — 1)(k — 2)P [X = k] tF~3

= 3IP[X = 3]+ Y07 k(k — 1)(k — 2)P[X = K] ¢+

() = nlP[X =n] + S22, gl

i (X = K]tk
en donde <1>§?) es la n-sima derivada de ®x.

De aquf se sigue que:

o (0) = nIP[X = n]

De la misma manera, se tiene:

o (0) = nlP[Y = n]

Pero como ®x (t) = ®y(t) para cualquier ¢ € [—1, 1], entonces CIDE?)(O) = <I>(Yn)(0) para

cualquier n € {0, 1, ...}, de lo cual se sigue el resultado.
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PrOPOSICION 9.103. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas que admiten como
posibles valores inicamente enteros no negativos y sean ®x y Py sus respectivas fun-
ciones generadoras de probabilidades. Supongamos ademds que X y'Y son indepen-
dientes, entonces ®x.y(t) = Px(t)Py(t) para cualquier t en la interseccion de los
dominios de definicion de ®x y Py.

Demostracion

Como X y Y son independientes, se tiene E [tX7] = E[t*]E[t¥], asf que ¢ pertenece
al dominio de definicién de ®x,y si y sélo si ¢ pertenece a la interseccién de los
dominios de definicién de ®x y ®y. Ademsds, para una ¢t con esa propiedad, se tiene:

Oy (t)=F [tXJrY} = E[tX]E[tX] = O x(t)Py (1)
u
EJEMPLO 9.104. Sean X y Y dos variable aleatorias independientes, ambas con dis-

tribucion binomial negativa de pardmetros r,p y s, p, respectivamente, entonces, para
cualquier t € [0,1], se tiene:

r s r4+s
Pxiy(t) = Dx(H)Py (1) = [1—t(pl—p)} [1—t8—p)] - [%]

Ast que X +Y tiene distribucion binomial negativa con pardmetros r + s y p.

PROPOSICION 9.105. Sea X una variable aleatoria discreta que admite como posibles
valores unicamente enteros no negativos y sea ®x su funcion generadora de probabi-
lidades. Supongamos ademds que tx > 1. FEntonces todos los momentos de X son
finitos y, para cualquier n € N, se tiene:

EX(X-1) (X —n+1)]=2P1)
en donde @ﬁ?) es la n-sima derivada de ®x.

Demostracion

Por el teorema 25 del Apéndice, para cualquier t € (—tx,ty), Px tiene derivadas de
cualquier orden en t y, ademés:

Dx(t) =y PIX = k|t
' (t)

PL(t) =D k(k—1)P[X = k| th2

DU(t) = S0 k(k —1)(k — 2)P[X = k] th3

t)=> 1 kP[X = k] th~?
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O () = S k(k — 1)(k — 2)(k —n + 1)P[X = k]t
De aqui se sigue que:
(1) = S bk — 1)k = 2)(k—n+ DP[X =k = E[X(X —1)--- (X —n+ 1)

EJEMPLO 9.106. Sea X una variable con distribucion binomial negativa de pardmetros
r Yy p, entonces:

ex(t) =" =it

r—1 r+1
_ T 1 1— _ r 1
P (t) =rp [14(1*?)} [ht(lfp)}2 =r(l=pp [1%(1*1?)]

r r+2
V(1) =r(1 =P+ 1) [t | e = 0+ D= )% [t

Ast que:

A

La proposicién 9.105 permite calcular la esperanza de una variable aleatoria, con
valores enteros no negativos, a partir de su funcién generadora de probabilidades para
el caso en que esta ultima esté definida en una vecindad de ¢ = 1. Sin embargo, como
muestra el ejemplo 9.101, la funcién generadora pudiera estar definida inicamente
en el intervalo [—1,1]. La siguiente proposicién permite el cdlculo de la esperanza,
cuando es finita, en esta situacién.

PROPOSICION 9.107. Sea X wuna variable aleatoria discreta de esperanza finita que
admite como posibles valores tunicamente enteros no negativos y sea ®x su funcion
generadora de probabilidades. Entonces:
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E[X] = lmg.q- (1)

Demostracion

Por el teorema 25 del Apéndice, la serie "2 | kP [X = k| t*~! converge absolutamente
para t € [0,1) y, como X tiene esperanza finita, también se tiene la convergencia
absoluta para © = 1. Asf que, Por el teorema 26 del Apéndice, si definimos f : [0, 1] —
R mediante la relacién f(t) = > oo, kP [X = k]t*~!, entonces > 1o kP [X = k] =
lim,..1— f(z).

Ademds, también por el teorema 25 del Apéndice, para cualquier ¢t € [0,1), Px es
derivable en ¢ y @ (t) = > 7o kP [X = k] t*7! = f(¢).

Por lo tanto:
EX] = Zzozl EP[X = k| = limy.1_ f(t) = limy.;— P (%)

EJEMPLO 9.108 (Duraciéon esperada del juego en el problema de la ruina del
jugador). Dos jugadores, A y B, los cuales poseen, respectivamente, a y b fichas,
juegan partidas consecutivas en cada una de las cuales las probabilidades de que A y
B ganen son, respectivamente, p y q = 1 —p y de tal manera que en cada una de ellas
el perdedor dard una de sus fichas al vencedor. Si el juego se termina en el momento
en que alguno de los dos jugadores llegue a poseer la totalidad de fichas, scudl es la
duracion esperada del juego?

Solucion

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como la realizacion
de una sucesion de ensayos de Bernoulli By, Bs, . . ., en donde B; es éxito si el jugador
A gana la i-ésima partida.

Seat=a+b—1 vy, para cada n € N, definamos el evento:
A, : Alguno de los dos jugadores se arruina en alguno de los primeros n ensayos.

Demostremos primero que P (A§,) < (1 — pt)k para cualquier k € N. La demostracion
serd por induccion:

Si A gana las primeras b partidas, entonces ocurre Ay, ast que P (A;) > p® > pt. Por
lo tanto P (AS) <1 —pt.

Supongamos ahora que la desigualdad P (A%,) < (1 — pt)k se cumple para k = m € N,
entonces:
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P () = () = P~ P i
= P(As,) = P (Agnse | AZ,) P (As)

Pero, dado que AS,, ocurre, Si A gana consecutivamente las siguientes partidas hasta
quedarse con todas las fichas, entonces ocurre Agy 11y, asi que P ( (m+1)t ¢ | AS ) > pt.
Por lo tanto:

P (Ai) = P(A5) = P (Aguiay | A) P (45)
< P(A5) = 0P (A5,) = (1= p) P(A5,) < (1= p) (1= p)" = (1= )"

Sea ahora T el nimero de ensayo en el cual alguno de los dos jugadores queda arrui-
nado. Entonces, para cualquier k € N, se tiene:

P[T > tk] = P (A3) < (1-p")"

Asi que:

ET =3Pl 2n=1+377,P[T>n]
=1+P[T>1+---+PT>|+P[T>t+1]+---+P[T>2t]+--- =
<1+tP[T>1]+tP[T >t|+tP[T > 2t] +
ST+t PIT>th] <1+t , (1 —p) =1+ o < 00

Sea Ty = Tyrp = 0y, para z € {1,...,a+b—1}, sea T, el nimero de ensayo en
el cual alguno de los dos jugadores queda arrwinado a partir del momento en que
el jugador A tiene z fichas. Sea ademds, para z € {0,...,a+ b}, ®, la funcion
generadora de probabilidades de T),.

Se tiene P [Ty = 0] = P [Ty4p = 0] = 1, asi que Qo(t) = Ppip(t) = 1.
Para z € {1,...,a+b— 1}, se tiene P[T, =0 =0y, sin € N:
P[T,=n]=pP[T.s1=n—1]+qP[T..1 =n—1]

Ast que:

O.(t) = E[t"] = 332 t"P[T. = k]

PP [T = k= 1]+ g P Ty = = 1]

=pty o (tFIP [Ty =k —1]+qtd o (P [T, =k —1]
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=ptY o g t*P [T = k| + qt > oy " P [Toq = k]
= ptP.y1(t) + qtP.1 (1)
Por lo tanto, para cualquier t € (0,1), se tiene:
L(t) = ptq)/z+1(t) +qt @, (t) + pPoya(t) + qP.1(t)

De manera que, tomando limites cuando t tiende a 1 por la izquierda y utilizando la
proposicion 9.107, se tiene:

BT, =pE[T.1] +qE [To] + 1

Para encontrar el valor de E [T,] tenemos que resolver entonces la ecuacion en dife-
Tenclas:

m, =pm,1+qm,1+1paraze{l,...,a+b—1}

Una solucion particular de esta ecuacion estd dada por:

N _{—22 sip=gq
-7 SLp 7 q

St {Bz}z€{0717'__7a+b} es otra solucion, entonces v, = 3, — o, es solucion de:

Yo =DVo1 +qV.og paraz € {l,...;a+b—1}

Para encontrar la solucion general de esta ecuacion, la escribiremos en la siguiente
forma equivalente, la cual se obtiene escribiendo v, = v,(p + q).

q (72 - ’Yz—l) =D (72—&-1 - ’YZ)

Supongamos primero que p = q, entonces se tiene:

Y1—= Y0 =72 71 =" """ =Ya+b  Yatb-1=C

en donde ¢ es una constante. Asi que, para z € {1,...,a+ b}:

Yz~ Y0 = 22:1 ('Yk - Pkal) =cz

Por lo tanto, v, = vy + cz

Supongamos ahora p # q. En este caso tenemos, para z € {1,...,a+b— 1}:
q° Hi:1 (7k - /kal) =p’ HZ:1 (7k+1 - 71@)

Ast que:
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Vet1 =72 = (%)z (71 = 0)

y entonces, para z € {1,...,a+ b}:

Y. =% = Lm0 (Ve — 1) = (1 = 70) Zico (,—,
Por lo tanto:

1—
=1+ —1) 1<_

3 I

S :A+B<§)Z

LR

en donde A y B son constantes.
Asi que:

Yo + ¢z sip=q
Ve = A+B(%> sip#q

Por lo tanto:
—22 0+ ez sip=gq
B.= O‘Z“L’VZ:{ ﬁ+A+B<§)Z sipF#q
es la solucion general de la ecuacion original.
Asi que:
—22 4+, +cz sip=gq
e = { ﬁ—l—AjLB(%)Z sip#q

Ahora bien, como mg = mgp = 0, se tiene:

0= 4 Yo s1p=gq
A+ B sip#q

{—(a—l—b)Q—l—”yo—i-c(a—i—b) sip=q
0 a+b
a+b q .
—q_p—{—A+B<p> sipF#q
Ast que:

N o . _ _atbd 1 . —
YVo=0;c=a+b; A= —q_p—li(%)aﬂ,,B— A

Por lo tanto:
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—22+ (a+0b)z sip=q <a+b—2) L1y sip=q
m, = z - : =93 = _arp =G
E+A[1—<%>} sip#q 7 T (1) sipF#q

Para el problema planteado inicialmente, en el cual el jugador A comienza con a
fichas y el jugador B con b fichas, se tiene:

E [T] == a a+b 1_(

_
2
|
—_
|
~~

9.9.2. Funcién generadora de momentos.

DEFINICION 9.109 (Funcién generadora de momentos). Sea X wuna variable
aleatoria. A la funcion My definida por:

M (t) = Ele"*]

para todos aquellos nimeros reales t para los cuales €' tenga esperanza finita, se le
llama la funcion generadora de momentos de X

EJjEmpPLO 9.110. Sea X wuna variable con distribucion gama de pardmetros o y A,
entonces:

[e's) - agpa—lg—Ax [e'e) axa—lef(k—t)w
Mx(t) = Ele"] = [ e 2 ps—de = [ pir=—dx

aga—le—(A—t)z
:At Jo o (a) dr = ()"

para todos los nimeros reales t tales que A —t > 0, es decir, t < \.

EJEmMPLO 9.111. Sea X una variable con distribucion normal estdndar, entonces:

Mx(t) = E[eX] = [~ e L g5 etrea(@?2m) g

o € d:c—rf

_ 1 L2 poo _Llip_p)2 _ L2 oo 1,2 _ 4
= =e2t [0 e de = ez —= [T e72¥ dy = e2

para cualquier nimero real t.

Ahom siY es una variable con distribucion normal de pardmetros j y o2,

X = —F tiene distribucion normal estdndar, asi que:

entonces

My (t) = E[e?Y] = E[e!Wto°X)] = ert fleotX]

= e My(o%t) = etes”" = exp {ut + Lo%t2}
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para cualquier nimero real t.

A

Obsérvese que e~ tiene esperanza finita por lo menos para t = 0. El siguiente ejemplo
muestra que la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X puede

estar definida tnicamente en ¢ = 0.

EJEMPLO 9.112. Sea X una variable aleatorm con distribucion Cauchy, es decir, con

funcion de densidad dada por fx(x) =
Sit >0, se tiene:

1My o0 155 = 00

Asi que:

Jo 1+:E2 d =

Sit <0, se tiene:

tx

. ete
hmxw_oo Tra2 9]
Ast que:

0 ta
- Esdr =00

oo 1+x2

Por lo tanto, para cualquier t # 0, se tiene:

Mx(t) = EleX] =L [ de+ 1 7

1+22 1+m2

o

para cualquier x € R.

dr = 00

EjeEmpPLO 9.113. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad dada por

fx(z) = }le_\/m para cualquier v € R.

Sit >0, se tiene im,.. oo (tr—/T) = iMoo (ty/T—1)y/T = 00, ast que [} "~ Vidx =

Q.

Sit < 0, se tiene lim, . oo(—tz — /x) = My oo(—t/2 — 1)/ = 00, asi que

fooo et VI = 0o

Por lo tanto, para cualquier t # 0, se tiene:

MX(t) :E[Gtx] = ffo ele \/de fOO tr— fdl'—"f tx—ﬁdx

= [T et Vedr 4 [T e " Vidr = oo
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Por otra parte, definiendo Z = e

, se tiene, para z > O:
Fy(z) =P [e" <z] = P[tX <InZ]

| P Xg%lnz
1 P Xz%lnz

sit>0 [ Fx(3lnz) sit>0
sit<0 | P[X>1Inz] sit<0

Asi que:
Mx(t) = E[e™] = E[Z] = [;" [1 — Fz(2)] dz

I [1—FX( Inz)|dz sit>0
fo Fx (% lnz)dz sit<0

t [ [1— Fx(x)]edz sit>0
—tf Fx(z)edx sit<0

J ot - Fx(@)]ede +t [°[1 - Fx(x)]e*dz sit >0
| -t Fx(x)edr —t [° Fy(z)etda sit<0

=1+t [7[1 — Fx(2)] e®dzx —t f_ooo Fx(z)et*dx

Parat > 0, la integral fi)oo Fx(z)e'*dx siempre es finita, por lo tanto, Mx(t) < cosiy
solosi [;° [1 — Fx(x)] e'"dx < oo; mientras quesit < 0, laintegral [;* [1 — Fx ()] e da
siempre es finita, por lo tanto Mx (t) < oo si y s6lo si f?oo Fx(z)edx < oc.

Si [[°[1 — Fx(z)]e""dz < oo para alguna to > 0y 0 < ¢ < t,, entonces e'* < ¢'*
para x > 0, asf que [ [l — Fx(z)]edz < oo. Por lo tanto Mx(t) < oo para
cualquier ¢t € [0, ).

Si ff)oo Fx(z)e®*dr < oo para alguna sy < 0y sp < ¢t < 0, entonces e < e

para z < 0, asf que ffoo Fx(z)e'*dr < co. Por lo tanto Mx(t) < oo para cualquier
t e [80, 0]

De esta forma, la funcién generadora de momentos de X estd definida en un intervalo
de extremos sq y to.

PrOPOSICION 9.114. Sea X wuna variable aleatoria y Mx su funcion generadora de
momentos. Supongamos ademds que Mx estd definida en un intervalo (—tg,to), en
donde ty > 0. Entonces todos los momentos de X son finitos y:

MX(t) = Zoo k'E [Xk]
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para cualquier t € (—to, o).
Demostraciéon
Definiendo Z = |X|k, se tiene, para z > 0:
Fy(z) = P [\X|k < z} —p [|X\ < z] —Pp [—z% <X< z] = Fy(z)—P [X < z]
Asi que:
BIX ] = [ [1 = Fo(2)] dz = [ [1 = Px(zh) + Fx(=21)] dz
=k [;7[1 — Fx(z) + Fx(—x)] 2" 'dz
=k [, 1= Fx(x)]a"de + k [[° Fx(—x)a" da
=k [ (1= Fx(x)] 2" de + k [° Fx(—z)a" " dx
=k [°1 - Fx(z)]a*Yde + k [°_ Fx(z) 2" " do
Ahora bien, recordemos que se tiene:
Mx(t) =1+t [;°[1— Fx(z)| e"dx — tfi)oo Fx(z)e™dx

y que, por hipétesis, My es finita en en un intervalo (—tg,tg), en donde ¢y > 0, asi
que [;°[1 — Fx(z)]e""dz < ooy fo Fx(z)e *dx < oc. Ademés e =3 f:,xk

, !
asf que 2% < f—,;eto‘” para cualquier x > 0 y cualquier £ y |x| €® para cualquier

1o* |
x < 0y cualquier k.

Por lo tanto:

Joo 1= Fx ()] 2" de < oo

fi)oo Fx(z) |z)" ' da < 0o

Asi que E[|X|"] < o0

Para k impar, definiendo Y = X*, se tiene:
Fr(y) = P [X* <y] = P[X <yt| = Fx(y})
Asi que:

EIX" = [®[1 - B (y)ldy — [° Fy(y)dy
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= I [1 = Exh)| dy = [0, Fx(yh)dy
=k [;°[1 - Fx(x)] 2" de — k ffoo Fx(z)z* tdx
=k [;°[1 = Fx(x)] 2" de — k fi)oo Fx(x)z* dx
Por otra parte, si k es par:
EX* = E[IX|"] =k [°[1 - Fx(a)] 2" ‘da + k [°_ Fx(z)|z|" " do
=k [[7[1 — Fx(x)]«*'de — k fi)oo Fx(x)x* ldx
Asi que, en cualquier caso, para k > 0:
EX" =k [;°1— Fx(z)] 2" dz — k:f?oo Fx(x)z* tdx
Por lo tanto:

o 1B [XM] =1+ 200, G F [XY]
=14+ 0, Sk [ 1 — Fx(z)]abtde — Sp_, Bk [° Fx(z)a*'dx

=14t [ — Fx(z)] e Bakde —t [ Fx(a) Y52 Gakda

k

; k .
Pero como € = lim,.oc ¥ ,_o 52", se tiene:

Sit e [0,t), la sucesién de funciones x — [1 — Fx(z)] Y ,_ éz,x para z > 0, es

mondétona no decreciente, asi que, por el teorema de la convergencia mondétona, se
tiene:

it 57 1 = Fx (@) S0 St

= [0 [L = Fx(2)] im0 34 g k,xkd = [° 1 — Fx(z)] eda
Para t € [0,t9) y = < 0, se tiene:

‘ZZ 0 Zﬁxk’ <2 k=o %kv |517|k < D ro % |$|]C = el = et

y, ademas:

ffoo Fx(z)e™™dr < 0o < ffoo Fx(z)e ™ dx < o0

Asi que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:
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; 0 k
lim,, . oo f_oo Fx(x )Zk 0 k,m dx

= ffoo Fx () 00 S0y f:, rFdx ffoo Fx(z)e"dx

Sit € (—to,0), la sucesién de funciones z — Fx(x)> ,_ é;,x para x < 0, es

mondétona no decreciente, asi que, por el teorema de la convergencia mondétona, se
tiene:

lim,, .o fi)oo Fx () Y55 k,xkdx

= ffoo Fx(z) lim,,. o0 ZZ;; %xkda: = fi)oo Fx(z)e'™dx

Sit € (—tp,0) y x> 0, se tiene:

)Zk 0% g k‘ <> k=0 IZ\' <Y, lt‘ Lk = ellr = emtv

y, ademas:

Jo = Fx(x)] e ™dz < oo < [[7[1 — Fx ()] e""dz < oo

Asi que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:
; o} n—1

limy,. 00 fo [1 - FX( )] Zk 0 l];"r

= fooo [1 = Fyx ()] im0 D _p (1) le v = [ [1 - Fx(z)]edx
Por lo tanto:

© g [Xk] = 1Moo Y pe 0 [Xﬂ

k=0 %!
=1+t [~ Fx(z)] e*do — t ff]oo Fx(z)e™dz = Mx(t)

COROLARIO 9.115. Sea X wuna variable aleatoria y sea Mx su funcion generadora
de momentos. Supongamos ademds que Mx estd definida en una vecindad de 0.
Entonces, para cualquier n € N, se tiene:

E[X"] = M{(0)

en donde M ) denota la enésima derivada de M X.

EJEMPLO 9.116. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion uniforme en el inter-
valo |a, b, entonces:
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~ b—aJa stt=0

1 tb __ _ta ;
Mx(t) = E[eX] = ;L [) et*da = { i(bfa) (e —e') sit#0

M (t) = t(bl—a) (betb - aem) - t2(b1—a) <€tb - em)

MY(t) = t(bia) (1)26“’ — aQet“) — tg(b{a) (betb — aem) +

% (etb _ 6ifa)

Ast que:

E[X] = h,mtw() |:t(b£a) (betb — aeta) _ m (etb - eta)] — %(a + b)

E[X? = lim;..q [t(bl_a) (b%e® — a®e') — % (be' — ae') + % (e — et“)}

=1 (a®>+ab+?)

Var(X) = E[X? — (E[X])* =L (a® +ab+ ) — L (a +b)> = L (b —a)®

Las siguientes dos proposiciones establecen dos de las propiedades bésicas de la fun-
cion generadora de momentos. La demostracién de la primera de ellas requiere de

herramientas no desarrolladas en este libro. Puede consultarse una demostracion en
Billingsley, P., Probability and Measure, John Wiley, 1979.

PrOPOSICION 9.117. Sean X y Y dos wariables aleatorias y sean My y My sus
respectivas funciones generadoras de momentos. Supongamos ademds que Mx y My
estan definidas y son iguales en una vecindad de 0, entonces X y Y tienen la misma
distribucion.

PROPOSICION 9.118. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes y sean My
y My sus respectivas funciones generadoras de momentos. Entonces Mx y(t) =

Mx (t) My (t) para cualquier t en la interseccion de los dominios de definicion de My
Yy My.

Demostracion

Como X y Y son independientes, se tiene E[e!X+Y)] = E[e!M)|E[e!Y], asi que t
pertenece al dominio de definicién de Mx .,y si y sélo si t pertenece a la interseccién
de los dominios de definicién de My y My. Ademss, para una ¢ con esa propiedad,
se tiene:

My (t) = E[e"™] = Ble™]E[e™] = Mx (t) My (t)
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EJEMPLO 9.119. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion gama de parametros aq, A y ais, \, respectivamente, entonces, para cualquier
t < A, se tiene:

My iy (t) = Mx()My () = (32) (2)% = ()"

Asi que X +Y tiene distribucion gama con pardmetros oy + g y .

EJERCICIOS

EJjERrciciO 9.1. Utilice el método del ejemplo 9.5 para calcular la esperanza de una
variable aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro \.

EJERcCICIO 9.2. Utilice el método del ejemplo 9.6 para calcular la esperanza de una
variable aleatoria X con distribucion a) binomial de parametros n y p y b) binomial
negativa de pardmetros r y p.

EJERCICIO 9.3. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

fX(x):{ o siee{l,..., N}
0

en otro caso

en donde N es un entero positivo. Encuentre E[X].

EJERCICIO 9.4. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

= siz€{2,3,...}
fx(z)=<¢ 3—e six=0
0 en otro caso

Encuentre F [ X].

EJERCICIO 9.5. Un juego popular en Inglaterra consiste en el lanzamiento de 3 dados.
Un jugador puede apostar a cualquiera de los nimeros enteros entre 1 y 6. Si se
obtiene ese niumero en exactamente uno de los 3 lanzamientos, se gana lo mismo que
se apostd; si se obtiene en exactamente dos de los 3 lanzamientos, se gana el doble de
la apuesta y si se obtiene en los 3 lanzamientos se gana el triple de la apuesta. Por
otro lado, si no se obtiene el nimero en ninguno de los 3 lanzamientos, el jugador
pierde la apuesta. Encuentre la esperanza de la ganancia (o pérdida) de un jugador
que apuesta un peso en dicho juego.

EJERCICIO 9.6. Un juego consiste en el lanzamiento de n dados. Un jugador elige
un nudmero entero entre 1 y 6. Por cada dado con el cual se obtenga ese niimero el
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Jjugador gana 1 peso. Por otro lado, si no se obtiene el nimero en ninguno de los n
lanzamientos, el jugador pierde n pesos. a) Encuentre la esperanza de la ganancia
del jugador. b) ;Cudl es el mds pequerio valor de n con el cual la esperanza de la
ganancia es positiva?

EJERCICIO 9.7. Una urna contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar n tarjetas al azar y sin reemplazo. Encuentre el valor
esperado del nimero mas grande en la muestra.

EJERcICIO 9.8. Una urna contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Un experimento
aleatorio consiste en seleccionar n tarjetas al azar y con reemplazo. Encuentre el valor
esperado del nimero mas grande en la muestra.

EJjercICIO 9.9. Sea X wuna variable aleatoria distribuida geometricamente con pard-
metro p y sea M un entero positivo. Encuentre la esperanza de' Y = min(X, M) y
Z =méax(X, M).

EJERCICIO 9.10. Se escoge al azar un mimero del conjunto {1,2,...,10}. Una per-
sona A trata entonces de determinar el valor del nimero seleccionado mediante pre-
guntas cuyas unicas respuestas son st o no. FEncuentre la esperanza del nimero de
prequntas que se tienen que hacer hasta encontrar el valor del nimero en cada uno
de los casos siguientes:

a) La pregunta nimero i es sse selecciond el nimero i?

b) Se pregunta de tal manera que la respuesta elimina aproximadamente la mitad de
las posibles soluciones.

EJErcicio 9.11. Una caja contiene 5 componentes eléctricos, de los cuales 2 estdn
defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden aleatorio hasta que
se encuentren los dos defectuosos. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que
se realizan?

EJERCICIO 9.12. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de N cajas
hasta que se ocupe la primera caja. ;Cudl es el nimero esperado de bolas que se
colocan en las cajas?

EJercicio 9.13. Una persona dispone de n llaves, una de las cuales es la inica que
abre una puerta. La persona va probando, una a una, cada llave, hasta encontrar la
que abre la puerta. Encuentre el niimero esperado de intentos que realiza en cada uno
de los casos siguientes: a) en cada intento, elige una llave al azar entre lasn, b) en
cada intento, elige una llave al azar entre las que ain no ha probado.

EJjErRCICIO 9.14. Se realizan sucesivamente ensayos de Bernoulli independientes, en
cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es p, hasta obtener 2 veces consecutivas
éxito o dos veces consecutivas fracaso ;Cudl es el nimero esperado de ensayos que se
realizan?
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EJjercicio 9.15. Una urna contiene N bolas numeradas del 1 al N. Se van sacando
bolas al azar de la urna, una a una y con reemplazo, hasta obtener dos veces conse-
cutivas la misma bola. ;Cudl es el nimero esperado de elecciones que se realizan?

EJERCICIO 9.16. Se quiere seleccionar a una persona de entre n. Para ello, cada
una lanza una moneda y se conviene en que Si alguna obtiene un resultado distinto
al de las otras, entonces esa persona es la seleccionada; de otra manera se vuelven a
lanzar las monedas bajo las mismas condiciones. Encuentre la esperanza del nimero
de intentos que se realizan hasta que la persona sea seleccionada.

Ejercicio 9.17. Una pareja de recién casados planea tener tantos hijos como sea
necesario hasta tener una nina. Suponiendo que la probabilidad de que un hijo que
procree la pareja sea nina es igqual a %, scudl es el valor esperado del nimero de hijos
que tendrd la pareja?

EJercicio 9.18. Una pareja de recién casados planea tener tantos hijos como sea
necesario hasta tener por lo menos una nina y por lo menos un nino, deteniendo la
procreacion una vez consequido su objetivo. Suponiendo que la probabilidad de que un
hijo que procree la pareja sea nina es igual a la probabilidad de que sea nino, ;cudl es
la esperanza del nimero de hijos que tendrd la pareja?

Sugerencia: Defina'Y como el nimero de hijos que tiene la pareja y el evento A: ‘el
primer hijo de la pareja es una ninia’. Considere entonces la distribucion de Y dado
que A ocurre y la distribucion de Y dado que A mo ocurre.

EJERCICIO 9.19. Cuando una determinada mdaquina no estd bien ajustada, la proba-
bilidad de que produzca un articulo defectuoso es igual a 0.2. Cada dia la mdquina se
pone a funcionar y se detiene para su ajuste en el momento en que ya ha producido
3 articulos defectuosos. ;Cudl es el nimero esperado de articulos que produce una
maquina desajustada antes de ser detenida para su ajuste?

EJjERrcIcIO 9.20. Un lote contiene 100,000 articulos, de los cuales 10,000 estdn de-
fectuosos. Se van seleccionando articulos de la poblacion, uno a uno y al azar, hasta
obtener 20 no defectuosos. Estime el numero esperado de articulos que se inspeccio-
nan.

EJErcicio 9.21 (Problema de los 3 jugadores). Tres jugadores, P, Q y R, juegan
partidas por parejas en cada una de las cuales la probabilidad que cada jugador tiene
de ganar es %; quien gane una partida juega con el otro jugador, hasta que uno de
los jugadores gane dos partidas consecutivas, ganando entonces el juego. Encuentre
el valor esperado del nimero de partidas que se juegan hasta que uno de los jugadores

gana el juego.

EJERCICIO 9.22. Se tienen dos muebles, cada uno con 20 cajones. Se elige un mue-
ble al azar y luego un cajon al azar, de ese mueble, colocando ahi un documento.
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Una persona, que estd buscando el documento, elige uno de los muebles al azar y, en
ese mueble, va abriendo los cajones al azar, uno a uno, buscando ahi el documento.
St después de revisar 10 cajones aun no se encuentra el documento, squé estrategia
hace minimo el nimero esperado de cajones que se abrirdn hasta encontrar el docu-
mento: a) continuar buscindolo en el mismo mueble y, en caso de no encontrarlo aht,
continuar con el otro o b) continuar buscindolo en el otro mueble y, en caso de no
encontrarlo ahi, continuar con los diez cajones que restan del primero?

EJjERrCICIO 9.23. Se tienen dos muebles, cada uno con 20 cajones. Se elige uno de los
muebles de tal manera que la probabilidad de que sea seleccionado el primero es igual
a p, en donde p > %; en sequida, se elige un cajon al azar, de ese mueble, colocando
ahi un documento. Una persona, que estd buscando el documento, elige el primer
mueble y, en ese mueble, va abriendo los cajones al azar, uno a uno, buscando ahi
el documento. Si después de revisar 10 cajones aun no se encuentra el documento,
squé estrategia hace minimo el nimero esperado de cajones que se abriran hasta
encontrar el documento: a) continuar buscindolo en el mismo mueble y, en caso
de no encontrarlo ahi, continuar con el otro o b) continuar buscindolo en el otro
mueble y, en caso de no encontrarlo ahi, continuar con los diez cajones que restan

del primero?

EJERCICIO 9.24. El tiempo de vida, en dias, de cierto componente, tiene distribucion
exponencial de pardmetro A = 0.1. Un usuario adquiere el componente bajo la condi-
cion de que pagard 20 pesos por cada dia de operacion (o bien la parte proporcional
en caso de no completarse un dia) después de la primera semana de uso. a) ;Cudl
es la probabilidad de que el productor reciba mas de 100 pesos por un componente? b)
¢ Cudl es la esperanza de lo que recibe el productor por un componente?

EJERCICIO 9.25. El tiempo, en horas, que le toma a un técnico reparar una maquina
tiene distribucion exponencial. Si en promedio ese técnico repara 2 mdquinas cada
hora, j;cudl es la probabilidad de que pueda reparar 3 mdquinas en menos de 2 horas?

EJERcICIO 9.26. Cada foco producido en una cierta fabrica tiene un tiempo aleatorio
de vida T, con funcidon de densidad dada por:
(1) = Nte ™™ sit >0

10 en otro caso
Se sabe ademds que, en promedio, el tiempo de vida de cada foco es de 2,000 horas.
Estime la probabilidad de que entre 1,000 focos, seleccionados al azar de la produccion
de esa fdbrica, haya mds de 210 con un tiempo de vida superior a 3000 horas.

EJERCICIO 9.27. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
tros n y p. Encuentre la esperanza de (1 + X)~1.
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EJERCICIO 9.28. Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleatoria con dis-
tribucion normal estdndar y sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial
de pardmetro A = \/2. Exprese E(e‘X2) en términos de F' y encuentre su valor.

EJERCICIO 9.29. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal estdndar.
Encuentre E [€3X -X2

EJjercicio 9.30. La demanda de un cierto producto, que se vende segin su peso,
estd dada por una variable aleatoria continua X con funcion de distribucion Fx (no
necesariamente absolutamente continua). La venta de x kilos del producto produce
una ganancia de ax pesos, mientras que x kilos no vendidos producen una pérdida de
bx pesos, en donde x es cualquier nimero real no negativo. Demuestre que el valor
esperado de la ganancia se maximiza comprando, para su venta, xqo kilos del producto,
en donde xq es tal que Fx(xo) = e

EJERCICIO 9.31. Sea Z una variable aleatoria con distribucion normal estandar, y €
R y definamos la variable aleatoria X mediante la siguiente relacion:

¥ Z st 4>y
0 en otro caso

Encuentre F [ X].

EJERCICIO 9.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 10 dados. Sea X la
suma de los nimeros que se obtienen. Encuentre E [X].

EJjercicio 9.33. Cada persona de un grupo de N lanza su sombrero al aire de tal
manera que cada persona recoge uno de ellos al azar. ;Cudl es la esperanza del nimero
de personas que obtienen el sombrero que llevaban originalmente?

EJERCICIO 9.34. Una caja contiene n lamparas, de las cuales r funcionan correcta-
mente. Se checa cada una de las ldmparas en un orden aleatorio hasta que se encuentre
una que funcione correctamente. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que
se realizan?

EJjercicio 9.35. Una caja contiene n componentes eléctricos, de los cuales r estdn
defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden aleatorio hasta que
se encuentran s defectuosos. ;Cudl es la esperanza del nimero de chequeos que se
realizan?

EJERCICIO 9.36. Para determinar si alguna persona tiene una cierta enfermedad es
necesario realizarle un andlisis de sangre. Se quiere examinar a N = n *m personas
Y, para reducir el nimero de pruebas, se decide formar grupos de m personas cada
uno. Las muestras de sangre de las m personas en cada grupo se mezclan y se analiza
la mezcla. Si la prueba resulta negativa, se concluye que ninguna persona en el grupo
tiene la enfermedad y no es necesario realizar ningin otro andlisis a las personas de
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ese grupo, pero si resulta positiva, se realiza el examen a cada una de las personas
del grupo. Suponiendo que cada una de las N personas tiene la enfermedad con
probabilidad p = 0.01, encuentre la esperanza del nimero de andlisis que se realizan,
sigutendo el método descrito, para determinar si cada una de las N personas tiene la
enfermedad.

EJjerRCICIO 9.37. Supongamos que elegir una persona al azar y anotar el dia de su
cumpleanos es equivalente a elegir al azar un dia de entre los 365 del ano. Encuentre el
numero esperado de dias de nacimiento distintos en un grupo de N personas elegidas
al azar.

EJjercicio 9.38 (Problema del colector de cupones). Una urna contiene N bolas
numeradas del 1 al N. Se van sacando bolas de la urna, una a una y con reemplazo,
hasta que se ha seleccionado por lo menos una bola de cada nimero. Encuentre el
tamano esperado de la muestra que se obtiene.

EJERCICIO 9.39. Sea X una variable aleatoria cualquiera, demuestre que a) si F'x(m) =
%, entonces m es mediana de X, b) Si X es una variable aleatoria continua, entonces
m es mediana de X si y sdlo si Fx(m) = 2, c) st no eziste algun punto x E R tal
que Fx(z) = ;, entoncesm_mf{xeR Fx(x } _sup{:ceR Fx(z 2}
es la iunica mediana de X y d) si existe algin punto x € R tal que Fx(x )

entonces un nimero real m es mediana de X si y sélo si m € [a,b], en donde

a—mf{xER Fx(x —Q}Z/b_SUP{xER Fx(x _2}

EJERCICIO 9.40. Encuentre una mediana de X si su distribucion es a) uniforme en
el intervalo (a,b), b) normal con pardmetros u y o* y ¢) exponencial con pardmetro

A

EJERCICIO 9.41. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Demuestre que
m € R es mediana de X si y solo si la funcion G(z) = E[|X — z|] alcanza su valor
minimo en r = m.

EJERCICIO 9.42. Se desea construir una estacion de bomberos en algin punto de un
camino de longitud infinita. Supongamos que el punto sobre el camino en el cual se
presenta un incendio es aleatorio, de tal manera que la distancia, X, desde el origen
hasta dicho punto, es una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardme-
tro \. ;En donde deberd construirse la estacion de tal manera que la esperanza de la
distancia de la estacion a un incendio sobre el camino sea minima?

EJERCICIO 9.43. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {0,1,... N}. Encuentre la esperanza y la varianza de X.

EJERCICIO 9.44. Sean a < b dos numeros reales y X wuna variable aleatoria dis-
tribuidada uniformemente en el conjunto {xy =a+ E(b—a) | ke {l,...,n}}. En-
cuentre la esperanza y la varianza de X.
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EJERCICIO 9.45. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion uniforme en el inter-
valo (—2,1). Encuentre la esperanza y la varianza de Y = | X + 1].

EJERCICIO 9.46. Sea X wuna variable aleatoria distribuida uniformemente en el in-
tervalo (—3,2). Encuentre la esperanza y la varianza de Y = |X? — 1.

EJERCICIO 9.47. Se toma una muestra con reemplazo de tamano 4 de una urna que
contiene 30 bolas numeradas del 1 al 30. Sea X la suma de los niimeros que se ob-
tienen. Encuentre la varianza de X.

EJERCICIO 9.48. Supongamos que X y 'Y son dos variables aleatorias independientes
tales que E(X*) =2, E(Y?) =1, E(X?) =1y E(Y) = 0. Encuentre Var(X?Y).

Ejercicio 9.49. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de varianza
finita. Fxprese la varianza de 2X + 3Y en términos de las varianzas de X y'Y.

EJjercicio 9.50. En un grupo de 20 personas, de las cuales 10 son hombres y 10
son mujeres, se forman 10 parejas al azar. Encuentre la esperanza y la varianza del
numero de parejas integradas por un hombre y una muger, entre las 10 que se forman
al azar.

EjeErcicio 9.51. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion hipergeométrica de
pardmetros r, s y n. Encuentre la varianza de X .

EJjerCICIO 9.52. Sea X una variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a y . Encuentre E[X"] para cualquier n € N.

EJjerCIiCIO 9.53. Sea X una variable aleatoria y n € N. Si X tiene esperanza finita
y | X — E(X)|" también tiene esperanza finita, se dice que X tiene momento central
de orden n finito y a la cantidad E [(X — E(X))"] se le llama el momento central de
orden n de X. a) Demuestre que una variable aleatoria X tiene momento central de
orden n finito siy sélo si X tiene momento de ordenn finito. b) Para cualquier n € N,
encuentre el momento central de orden n de una variable aleatoria con distribucion
normal de pardmetros i y o2.

EJERCICIO 9.54. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad tipo Poisson
de pardmetro \. Utilice la desigualdad de Chebyshev para verificar las siguientes
desigualdades:

a) P(X <3) <3
b) P(X >2)\) <

EJERCICIO 9.55. Supongamos que, para decidir si una moneda estd balanceada, la
lanzamos 1,000 veces, y rechazamos la moneda como balanceada si el niimero de soles
o el numero de dquilas que se obtienen es mayor o igual a 550. Utilice la desigualdad
de Chebyshev para determinar el mdximo porcentaje de monedas balanceadas que se
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rechazan con este procedimiento. Compare el resultado con el que se obtiene aplicando
el teorema de de Moivre Laplace.

EJERCICIO 9.56. Para estimar la proporcion de cierta clase de peces, en una determi-
nada poblacion, se toma una muestra con reemplazo de tamano 100 y la proporcion de
peces que se obtiene en la muestra se toma como la proporcion de peces en la poblacion.
Calcule la probabilidad de cometer un error mayor que 0.05 con esta estimacion.

EJERCICIO 9.57. De acuerdo con su experiencia, un profesor sabe que la calificacion
de un estudiante en su examen final es una variable aleatoria X con esperanza 75. a)
Obtenga una cota superior para la probabilidad de que la calificacion de un estudiante
exceda 85. Suponga ademds que el profesor sabe que la varianza de X es igual a
25. b) sQué se puede decir acerca de la probabilidad de que un estudiante obtenga
una calificacion entre 65 y 857 ¢) sCudntos estudiantes tendrian que presentar el
examen de tal manera que, con una probabilidad de por lo menos 0.9, el promedio de
calificaciones distard de 75 en menos que 5%

EJERrRCICIO 9.58. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardme-
trosn =30 yp=3i. a) Encuentre el valor ezacto de P[12 < X < 18]. b) Utilice la
desigualdad de Chebyshev para estimar P [12 < X < 18].

EJERCICIO 9.59. a) Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar el mds
pequeno valor de n con la propiedad de que al lanzar n veces una moneda, la proba-
bilidad de que el porcentaje de las veces en que se obtiene sol esté comprendido entre
49% y 51% sea mayor o igual a 0.95. b) Resuelva el mismo problema utilizando la
desigualdad de Chebysheuv.

EJjERrCICIO 9.60. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad dada
por:

ef)\Aac—l .
= e{1,2,...}
) = @nr r
Ix(2) { 0 en otro caso

en donde A es una constante positiva. Encuentre la funcion generadora de probabili-

dades, ®x(t) = E [t¥], de X.

EJERCICIO 9.61. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad dada
por:

sizxe{l,...,N}
six=N-+1
en otro caso

fx(z) =

Owlh‘lﬁl’—‘

en donde N es un entero positivo. Encuentre la funcion generadora de probabilidades
de X.
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EJERCICIO 9.62. Sea X wuna variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {0,1,... N}. Encuentre la funcion generadora de probabilidades de X y utilicela
para calcular su esperanza.

EJERCICIO 9.63. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

aN=—3 ,
@) = { oz st (34,

0 en otro caso
Encuentre la funcion generadora de probabilidades de X 1y utilicela para calcular su
esperanza.

EJERCICIO 9.64. Sea X wuna variable aleatoria distribuida binomialmente con pard-
metros n y p. Utilice la funcion generadora de probabilidades de X para calcular su
esperanza y su varianza.

EJERCICIO 9.65. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes cuyas fun-
ciones generadoras de probabilidades estdn dadas por ®x(t) = e~ ' y dy(t) =
T (834 2t> + 1), respectivamente. Encuentre E [XY (X + 1)].

EJERCICIO 9.66. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes cuyas fun-
ciones generadoras de probabilidades estdn dadas por ®x(t) = 2LHLI3H2 4 § (1) =

8
—4t3+29t2+3t, respectivamente. Encuentre E [XY?(2X + 3)].

EJERCICIO 9.67. Sean X y Y dos wariables aleatorias independientes cuyas fun-
ciones generadoras de probabilidades estdn dadas por ®x (t) = 3HEEEEL 4§ (1) =

10
3942 . ., .
W} respectivamente. Encuentre la funcion de densidad de X +Y .

EJERCICIO 9.68. Demuestre los siguientes resultados:

a) Si X yY son dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucion bino-
meal de pardmetros ny,p y no, p, respectivamente, entonces X +Y tiene distribucion
binomial con pardmetros nq + na, p.

b) Si X yY son dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucion Pois-
son de pardmetros Ay y o, respectivamente, entonces X +Y tiene distribucion Poisson
con pardmetro i + As.

EJERCICIO 9.69. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

et s1x <0
et s1x>0

et ={

N[00 | =

Encuentre la funcion generadora de momentos de X, especificando la region en la
cual estd bien definida.
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EJERcICIO 9.70. Demuestre que si X y Y son variables aleatorias independientes,
ambas con distribucion normal de pardmetros j,,0% y i, 03, Tespectivamente, en-
tonces X + Y tiene distribucion normal con pardmetros i, + fiy, 03 + 03.

EJErcicio 9.71. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre la funcion generadora de mo-
mentos de a) U =X +Y yb) V=X -Y.

Ejercicio 9.72. Utilice la funcion generadora de momentos para encontrar la espe-
ranza y la varianza de X en cada uno de los casos siguientes:

a) X tiene distribucion exponencial con pardmetro A.
b) X tiene distribucion gama con pardmetros a y .

c) X tiene distribucion normal con pardmetros p y o>.

EJjErcicio 9.73. Sean X y Y dos wariables aleatorias independientes cuyas fun-
ciones generadoras de momentos estan dadas por Mx(t) = (1 —t) % e y My (t) =
1 (€% + 2¢* 4 1), respectivamente. Encuentre E [X?Y (X —Y?)].






Apéndice

Los desarrollos de Riemann sobre las series trigonométri-
cas deben ser vistos, en cuanto a los principios fundamen-
tales, como perfectamente de acuerdo con los métodos de
exposicion de Wierstrass, quien, en este aspecto, suprime
completamente la intuicion geométrica y opera exclusiva-
mente con las definiciones aritméticas. Pero no me puedo
imaginar que Riemann, en su interior, haya visto alguna
vez la intuicion geométrica, al igual que lo hacen cier-
tos representantes celosos de las Matemdticas hipermo-
dernas, como algo contrario al espiritu matemdtico y que
deba conducir necesariamente a conclusiones erréneas.
Por el contrario, él debié pensar que en las dificultades
que se presentan aqui, es posible encontrar un terreno de
conciliacion.

Félix Christian Klein

A.1. Sucesiones de nimeros reales

DEFINICION 1 (Sucesién de nimeros reales). Una sucesion de nimeros reales es
una funcion f : N w+— R. Si, para n € N, z, = f(n), se denota a la sucesion por
(Tp)nen 0 simplemente por (z,,).

DEFINICION 2 (Sucesién creciente). Se dice que una sucesion (x,) es creciente
(resp. estrictamente creciente) si T, < x,1 (resp. T, < T,i1) para cualquier n € N.

DEFINICION 3 (Sucesién decreciente). Se dice que una sucesion (x,,) es decreciente
(resp. estrictamente decreciente) si x, > Tpi1 (T€Sp. T, > Tni1) para cualquier

359



360 APENDICE

DEFINICION 4 (Subsucesién). Sea (x,,) una sucesion de nimeros reales y (ry,) una
sucesion de mimeros naturales estrictamente creciente, entonces, la sucesion (x,,) es
llamada una subsucesion de ().

DEFINICION 5 (Convergencia de una sucesién). Se dice que una sucesion ()
converge si existe un niumero real x tal que, para cualquier € > 0, existe N € N tal que
|z, — x| < € para cualquier n > N. Si la sucesion no converge, se dice que diverge.
Si la sucesion converge a x escribiremos lim,,..q T, = .

La siguiente proposicién se demuestra facilmente:

PROPOSICION 6. Sean (x,) y (yn) dos sucesiones convergentes y ¢ € R, entonces:

(i) im0 cxp = climy,. o Ty,

(i1) WMy oo (Tn + Yn) = My 00 Ty + My 00 +Yn
(iil) Hmyes 00 TnYn = UMy o0 2 1My, 00 Y,

. S , 1 _ 1
(iv) Silimy, .00 yn # 0, entonces lim,,..o Tl ———

(v) Siz, <y, a partir de alguna n, entonces lim,,.. oo , < lim, .o Yn

DEFINICION 7 (Divergencia de una sucesién a co 0 —oo ). Sea (x,) una suce-
sion de nimeros reales. Diremos que la sucesion diverge a oo (resp. —oo) si, para
cualquier M € R, existe N € N tal que x,, > M para cualquier n > N. En ese caso,
escribiremos lim,,.. oo T, = 00 (resp. limy,..q0 T, = —00).

DEFINICION 8 (Sucesién acotada). Se dice que una sucesion (x,,) estd acotada por
abajo (resp. por arriba) si existe un nimero real M tal que x,, < M (resp. x, > M)
para cualquier n € N. Se dice que una sucesion estd acotada si lo estd por arriba y
por abajo.

DEFINICION 9 (Punto limite de una sucesién). Sea (z,,) una sucesion de nimeros
reales. Se dice que un nimero real x es punto limite de (x,) si existe una subsucesion
de (x,) que converge a x. También diremos que 0o (resp. —oo) es punto limite de
(x,) si existe una subsucesion de (x,) que diverge a oo (resp. —o0).

TEOREMA 10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Si la sucesion (x,) estd aco-
tada entonces existe por lo menos un nimero real x que es punto limite de (z,,).

Demostracion
Sea M € R tal que |z,| < M para cualquier n € N.

Definamos inductivamente una sucesién de intervalos I,, = [ay, b,| tales que:

(ii) I,41 C I, para cualquier n € N
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(iii) Para cualquier n € N, I,, contiene una infinidad de términos de la sucesién

Esta definicién puede hacerse de la siguiente manera:
Definamos I, = [—M, M]

Habiendo definido el intervalo I,, = [a,,, b,] con las propiedades mencionadas, sea ¢, el
punto medio de /,,. Entonces, al menos uno de los intervalos [a,, ¢,] 6 [¢,, b,] contiene
una infinidad de términos de la sucesién (x,,). Definamos entonces I, cualquiera de
esos dos intervalos que contenga una infinidad de términos de la sucesién (z,).

La sucesion de intervalos I, asi construida satisface las propiedades mencionadas.

Por el teorema de los intervalos encajados, se tiene:

Moy In # 0

Ademsds, como la longitud de los intervalos I, tiende a cero, la interseccién (), I,
contiene un tnico punto .

Tomemos en cada intervalo [, un elemento zj, de la sucesién (z,) de tal forma que
kny1 > k,. Entonces, (xy,) es una subsucesién de (x,) que converge a x.

Si una sucesién (z,,) no estd acotada, entonces existe una subsucesién que diverge a
00 0 a —o0, asi que se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 11. Toda sucesion tiene por lo menos un punto limite.

PROPOSICION 12. Una sucesion (x,,) converge a x € R si y sdlo six es el unico punto
limite de (x,,).

Demostracion

Es inmediato que si (z,) converge a x entonces toda subsucesién de (z,) también
converge a z, asi que z es el unico punto limite de (z,).

Supongamos ahora que z es el inico punto limite de (x,). Esto implica, en particular
que (z,) estd acotada pues, de otra forma, co 0 —oo serfa también punto limite de

Supongamos que (x,) no converge a x, entonces existe ¢ > 0 tal que, para cualquier
N € N, existe n > N tal que |z, — z| > . Se puede entonces tomar una sucesién
creciente de nimeros naturales (k) tal que |z, — x| > € para cualquier n € N. Por
el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe un niimero real y que es punto limite de
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(xk,). Se tiene |y — x| > €, asi que y # x, lo cual contradice el que x es el tinico punto
limite de (z,,).

COROLARIO 13. Si (z,,) es una sucesion creciente (resp. decreciente) acotada por
arriba (resp. acotada por abajo), entonces es convergente.

DEFINICION 14 (Sucesién de Cauchy). Se dice que una sucesion (z,,) es de Cauchy
st para cualquier ¢ > 0, existe N € N tal que |r, — x| < ¢ para cualesquiera
n,m > N.

TEOREMA 15. Una sucesion (x,) es convergente si y sélo si es de Cauchy.

Demostracién
Que una sucesion convergente es de Cauchy se demuestra facilmente.

Inversamente, supongamos que (z,,) es de Cauchy y sea N € N tal que |z,, — z,,| < 1
para cualesquiera n,m > N. Entonces |z,| < |z, — zy| + |zn| < 1 + |xy]| para
cualquier n > N, as{ que max {|x1],...,|zn_1],1 4 |xy|} es una cota de la sucesién

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe un nimero real z y una subsucesién
(xy,) de (x,) tal que lim,,.o xg, = .

Sea y € R un punto limite de (x,,) y (z;,) una subsucesioén de (z,,) tal que lim,,..oc ;, =
y.

Dada ¢ > 0 sean N; € N tal que |73, — 2| < § para cualquier n > Nj, Ny € N
tal que |z;, —y| < § para cualquier n > Ny y N3 € N tal que |z, —z,| < § para
cualesquiera n,m > N3. Entonces, tomando k, y j, tales que n > max {Ny, No} y

kn, jn = N3, se tiene:
|z —y| < |k, — o+ [op, — )|+ |25, —yl <e
Asi que |x — y| < € para cualquier € > 0, por consiguiente, x = y.

Por lo tanto, utilizando la proposicién 12, se concluye que la sucesién (z,,) es conver-
gente.

Haciendo la convencién —oo < x < oo para cualquier ntiimero real x, todo subcon-
junto de R U {—o00, 00} tiene un supremo y un infimo, pudiendo ser éstos oo 0 —oc.
Denotaremos por R al conjunto R U {—o00, c0}.
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DEFINICION 16 (Limites superior e inferior de una sucesién). Sea (x,) una
sucesion de nimeros reales, entonces definimos el limite superior de (x,,), lim sup x,,,
y el limite inferior de (x,), liminf x,,, de la siguiente manera:

(i) iminfz, = inf {z € R: x es punto limite de (z,)}
(ii) imsupz, = sup {x € R : x es punto limite de (x,)}

Se tiene siempre lim inf z,, < limsup x,, y la proposicién 12 implica inmediatamente
el siguiente resultado:

PROPOSICION 17. Una sucesion (x,) es convergente si y sélo si:
liminf z,, = limsupzx, € R

PRrOPOSICION 18 (Caracterizacién de los limites superior e inferior). Para
cualquier sucesion (x,) se tiene:

(i) Uminf x, es punto limite de (x,) y:
lim inf z,, = lim,,..« (inf;>, {z;})

(il) imsup z,, es punto limite de (x,) y:
lim sup @, = im0 (SUpP;>,, {7;})

Demostracion

La sucesién z, = inf;>, {z;} es creciente asi que el limite z = lim,.. 2, existe
(pudiendo ser co).

Si z = —o0, entonces, dada cualquier M € R, existe N € N tal que 2z, < M para
cualquier n > N. Existe entonces una subsucesioén (zx,) tal que z;, < —n para
cualquier n € N, es decir, inf;>, {z;} < —n. Por lo tanto, para cada n € N, existe
Jn > k, tal que z;, < —n. Finalmente, como la sucesién (k,) es estrictamente
creciente, existe una sucesién estrictamente creciente, (j;, ) tal que xj, < —i, para
cualquier n € N. Por lo tanto, lim,..o, z;, = —00. Asf que —oco es punto limite de
la sucesion ().

Si z = oo, entonces, dada cualquier M € R, existe N € N tal que z, > M para
cualquier n > N, asi que x,, > M para cualquier n > N, es decir, lim,,.., x,, = 00.

Si z € R, entonces, dada cualquier ¢ > 0, existe N € N tal que z — ¢ < 2, < z para
cualquier n > N. Existe entonces una subsucesion (z,) tal que z — % < 2z, < 2
para cualquier n € N, es decir, z — % < inf;>g, {7;} < 2. Por lo tanto, para cada
n € N, existe j, > k, tal que z — % < zj, < z. Finalmente, como la sucesién (k)

es estrictamente creciente, existe una sucesioén estrictamente creciente, (j;,) tal que
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1 . ’ . ,
z— - <, < zpara cualquier n € N. Por lo tanto, lim, ..o ;, = 2. Asf que z es
punto limite de la sucesién (z,,).

Por lo tanto, en cualquier caso, z = lim,,..« (inf;>, {z;}) es punto limite de la sucesién

Si z = —o0, entonces, lim inf x,, = —o0, asi que z = liminf z,,.

Si z = 0o, entonces, como lim,,.., x, = 00, 0o es el tnico punto limite de (x,,), asf
que z = lim inf x,,.

Si z € R, entonces, dada cualquier ¢ > 0, existe N € N tal que z, > z — ¢ para
cualquier n > N, asi que x, > z — ¢ para cualquier n > N. Por lo tanto, no
existe alguna subsucesién de (z,) que diverja a —oco vy, si (xy,) es una subsucesién
convergente de (x,), se tiene: lim,,..., zx, > z — ¢ para cualquier ¢ > 0, asi que
lim,.00 @, > 2. Por lo tanto, z = lim inf z,,.

Para la otra parte, = es punto limite de (z,,) si y sélo si —z es punto limite de (—z,),
asi que:

My, 0 (SUPj5, {75}) = — Hmpy o (I0fjn {—25})

es punto limite de (x,).

Ademss:

limsup , = —liminf (—z,) = — limy,..o (Inf;>, {—2;})

= — My 0 (— sUP;sy, {25}) = imyenoo (sUp;s,, {7;})

A.2. Series de niimeros reales

DEFINICION 19 (Serie de nimeros reales). Si (x,) es una sucesion de nimeros
reales, la serie generada por (x,) es la sucesion (s,) definida por s, =Y ¢ x; y se
le denota por y o2, x;. Se dice que la serie converge si converge la sucesion (s,). En
caso contrario, se dice que la serie diverge.

o0

PROPOSICION 20. Sila seriey .-, x; converge, entonces las sucesiones (z,) y (> o, ;)
convergen a 0.

Demostraciéon

Sea s, = Y ., x;, entonces &, = S, — Sp_1, asi que:
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limy, 00 Ty, = My 00 Spy — My o0 1 = 0

Por otra parte, para cualquier n € N y m > n, se tiene:

Zzin Ti = 221 Li— Z?:_ll Ty = Sm — Sp—1
Asi que la serie > ;0 x; converge y » oo x; = liMy..00 S — Sp—1. Por lo tanto:
My 00 D ooy @i = 1My 00 (UM 00 S — Sn—1)
=1lim,, o0 Sy — im0 Spe1 = 0
n

DEFINICION 21 (Convergencia absoluta de una serie). Se dice que la serie (s,),
generada por (x,), converge absolutamente si la serie y -, |z,| converge.

La convergencia absoluta de una serie implica su convergencia. Cuando la sucesién
(x,) estd formada por términos no negativos, la convergencia de la serie > ;- @,
es equivalente a su convergencia absoluta. Ademds, en ese caso, la serie converge si
y s6lo si la sucesién s, = >, z, estd acotada, en cuyo caso la serie converge a
sup{s, | n € N}; en caso de que esto no ocurra, se dice que la serie diverge a oo, lo
cual se denota por Y -, x, = 00.

PROPOSICION 22. Sea Y .2, x; una serie absolutamente convergente y ki, ko,

cualquier ordenamiento de los nimeros naturales, entonces la serie Y .-, T, es abso-

lutamente convergente y Y >, Tk, = Y ooy T

Demostracion
Para cada n € N, sea j, = max{kq,...,k,}, entonces:
) ? 9 9

n jn S
Zz’:l |z, | < Zi:l |74 < Zi:l |zi| < o0
Asf que la serie > xy, es absolutamente convergente.

- oo ) ’ [e’e)

Sea S = 21‘:1 z;y S = Zi:l Lk

Dada € > 0, sea N; € N tal que > _° |z;] < § para cualquier n > Ny y No € N tal
que Y ° |zy,| < § para cualquier n > Nj.

Sea N > N, tal que:
{kla---,kN—l} > {1,...,N1 - 1}

Entonces:
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S DA S
<X ]+ 2o ]+ [y k|

<2370, wl + 222 N

Asi que |S — 5’| < e para cualquier € > 0, por lo tanto, S = 5.

5= = s - T EES S

<€

PROPOSICION 23. Para cada pareja j, k € N sea aj, un nimero real no negativo y by,
by, ... cualquier ordenamiento de los elementos aj,. Entonces:

D i by = 25‘;1 D ket Wik = D 250:1 @k
Demostraciéon

Si la serie » 77, > 77, a ), converge a L, para cualquier pareja n,m € N, se tiene
22;1 S ajr < L. De manera que, dado N € N, podemos tomar n,m € N tales
. N
que {by,...,bn} C{ajm | j <n, k< m}yentonces > . b < Z?:1 S aje < L.

s . (o @] o0 o0 o0
Asf que la serie )~ b; converge y » 7, by <307, > 0 G
Supongamos ahora que la serie Y .~ b; converge a L, entonces, para cualquier pareja
n,m € N, se tiene 3 7 | > ay < 327 b = L, asf que Y07 Y% aj < L para
cualquier n € Ny, por lo tanto, 72, > % | ajx < L. Asf que la serie Y72, 77 ajp,
oo o0 o.)
converge y » =21 > 7 ajp < D2, by

. o0 . 2 . . o0 o0
Se concluye entonces que la serie ) ;7 b; converge si y sélo si la serie Y 77| > % | aj

[e9) o 00 o)
converge y, en ese caso, » . by =3 7, > 7 ajp.

. . o0 . e . . o0 o0

De la misma manera, la serie ) .~ b; converge si y sélo si la serie >~ > i1 Wik
(e 0] oo o0

converge y, en ese caso, y .~ by = 7", > =1 Q-

DEFINICION 24 (Serie de potencias). Si (a,)nen €s una sucesion de nimeros reales,
la serie Y p | a,z”, definida para x € R, es llamada una serie de potencias.

Las demostraciones de los siguientes dos resultados pueden consultarse en el libro de
Robert G. Bartle, Introduccién al Andlisis Matematico, p. 351-358, Limusa, 1990.

TEOREMA 25. Sea (a,) una sucesion de mimeros reales y R > 0. Supongamos que
la serie de potencias y -, a,x" converge absolutamente para x € (—R, R), entonces
la serie Y oo na,x™! también converge absolutamente para x € (—R, R). Ademds,
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si f: (—R,R) — R estd definida por f(x) = > >, a,z", entonces [ es continua y

n=1

derivable en el intervalo (—R,R) y f'(x) =Y o0 na,z™ .

TEOREMA 26. Sea (a,) una sucesion de nimeros reales. Supongamos que la serie
de potencias Y - a,x™ converge absolutamente para x € [0,1] y sea f : [0,1] — R
definida por f(x) = 0" a,z", entonces Y o | a, = lim,.1_ f(x).

A.3. La integral de Riemann

DEFINICION 27 (Particién de un intervalo). Una particion P del intervalo [a, b]
es un conjunto finito de numeros reales {xo,...,x,} tales que a = vog < 1 < -+ <
T, =b.

DEFINICION 28 (Refinamiento de una particién). Se dice que una particion P es
un refinamiento de la particion Q) st P D Q.

DEFINICION 29 (Suma de Riemann). Dada una funcion acotada f : [a,b] — R y
una particion P del intervalo [a,b], una suma de Riemann de f con respecto a P es
un nimero S(P; f) definido por:

S(Ps; f) =221 f(&) (@i — wi1)
en donde &; € [x;_1,x;].

DEFINICION 30 (Funcién Riemann integrable). Se dice que una funcion acotada
f :[a,b] — R es Riemann integrable en el intervalo [a,b] si existe un nimero real I
tal que, para cualquier € > 0, existe una particion P. del intervalo [a,b] tal que si P
es un refinamiento de P. entonces:

|S(P;f) =1 <e

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P.

Al numero real I de esta definicion se le llama la integral de Riemann de f en el
intervalo [a,b] y se le denota por fab f(z)dz.

TEOREMA 31 (Criterio de Cauchy). Sea f : [a,b] — R una funcidn acotada,
entonces f es Riemann integrable en el intervalo [a,b] si y sdlo si, para cualquier
e > 0, existe una particion P. del intervalo [a,b] tal que si P y P’ son refinamientos
de P. entonces:

[S(P; f) = S(P; f)l <e
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para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P y cualquier suma
de Riemann, S(P’; f), de f con respecto a P’.

Demostraciéon

Si f es Riemann integrable en el intervalo [a,b], para cualquier ¢ > 0, existe una
particién P. del intervalo [a, b] tal que si P es un refinamiento de P. entonces:

S(Pif) = [} flada| < 5

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P.

Si P’ es otro refinamiento de P., se tiene:
S(P3f) = S(P NI < |S(Pf) = [} f(w)da| + |S(Py ) = [ flw)da| < e

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P y cualquier suma
de Riemann, S(P’; f), de f con respecto a P’.

Para el inverso, definamos inductivamente una sucesién de particiones {Q,} tal que

Qo = {a,b} y, paran > 1,Q, D Qn_1ysi P,Q D Q, entonces |S(P, f,g) — S(Q, f, 9)| <
% para cualquier par de sumas de Riemann S(P; f) y S(Q; f).

Para cada n consideremos entonces cualquier suma de Riemann S(Q,,; f). La sucesién
{S(Qn; f)} es de Cauchy; por lo tanto, converge.

Sea I = lim,..00 S(Qn; f) v, dada e > 0, sea N tal que % < sy 8@ f)—1| <
para toda n > N.

NI

Si P es un refinamiento de Qy, se tiene |[S(P; f) — S(Qn; f)| < %, por lo tanto:
S(P: f) — T < IS(P: f) — S@Qu: )] +15(@ui /) — 1] < 5+ 5 < 2

Se concluye entonces que f es Riemann integrable en el intervalo [a, b].

DEFINICION 32. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e I un intervalo cerrado
contenido en [a,b]. La diferencia:

sup{f(z):x e l}—imnf{f(z): 2z e€l}
es llamada la oscilacion de f en el intervalo I y serd denotada por Oy.

PROPOSICION 33. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y x € (a,b). Sea (I,)
una sucesion de intervalos cerrados encajados, contenidos en |a,b], que contengan a
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x como punto interior y tales que [\, I, = {x}. Entonces el lim,..., Oy, existe y
es independiente de la sucesion particular de intervalos encajados con las propiedades
mencionadas.

Demostracion

Como los intervalos estdn encajados, la sucesién O;, es monétona decreciente y estéd
acotada, por abajo, por 0; por lo tanto, es convergente.

Sea (J,,) cualquier sucesién de intervalos cerrados encajados, contenidos en [a, b], que
contengan a x como punto interior y tales que (), J, = {z}, y denotemos por O,
a la oscilacién de f en el intervalo .J,.

Si J, = [cn, d,], entonces, como J,, D J,.1, la sucesion (¢,) es mondtona creciente y
la sucesién (d,) es monétona decreciente. Ambas sucesiones estédn contenidas en el
intervalo |[a, b], asi que convergen.

Sea ¢ = limy,..o0 ¢, y d = lim,,.. o d,,. Entonces ()2 J,, = [¢,d] y lim,,e.0 (dyy — ¢) =
d — c. Por lo tanto, ¢ = d =z y la sucesién (d,, — ¢,) decrece a 0.

Como cada intervalo J,, contiene a x como punto interior, se tiene d, —x > 0y
x — ¢, > 0 para cualquier n € N.

Dado cualquier intervalo I}, = [ag, by], se tiene dy —x > 0y & — ¢ > 0, de manera que,
como lim,,..« (d, — ¢,) = 0, existe una N tal que d,, —x < dp, —zyz —c, < — ¢}
para cualquier n > N. Por lo tanto, J, C [ para cualquier n > N, lo cual implica
que Oy, < Oy, para cualquier n > N. Por lo tanto lim,,..., O, < Oy, para cualquier
k, y entonces lim,..o, Oy, < lim,..o Oy,.

De la misma forma, se tiene lim,..., O, < lim,..o O, , asi que lim,..., O; =
hmnwoo @) I

De la misma manera, se demuestran los siguientes dos resultados:

PROPOSICION 34. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e (I,,) una sucesion de
intervalos encajados de la forma [a,b,], con b, < b, y tales que (., I, = {a}. En-
tonces el lim,,..o, O;, existe y es independiente de la sucesion particular de intervalos
encajados con las propiedades mencionadas.

PROPOSICION 35. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e (I,,) una sucesion de
intervalos encajados de la forma [ay,b], con a < a,, y tales que (), I, = {b}. En-
tonces el lim,,..o, O;, existe y es independiente de la sucesion particular de intervalos
encajados con las propiedades mencionadas.
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DEFINICION 36. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada.

(i) Si x € (a,b), se define la oscilacion de la funcion f en el punto x como
el limite lim,,.., Oy, , en donde (I,,) es una sucesion de intervalos cerrados

n’

encajados, contenidos en |a,b], que contienen a x como punto interior y
tales que (,—, I, = {z}.

(ii) Se define la oscilacion de la funcion f en el punto a como el limite lim,,..o, Oy, ,
en donde (I,) es una sucesion de intervalos encajados de la forma |a,b,),
con a < b, <b, y tales que (o, I, = {a}.

(iii) Se define la oscilacion de la funcion f en el punto b como el limite lim,,..o, Oy, ,
en donde (I,) es una sucesion de intervalos encajados de la forma |ay,, b,
cona < a, <b, ytales que (., I, = {b}.

TEOREMA 37 (Primer criterio de integrabilidad de Riemann). Sea f : [a, b] —
R wuna funcion acotada, entonces f es Riemann integrable en el intervalo |a,b] si y
sélo si, para cualquier € > 0, existe una particion P. del intervalo [a,b] tal que si
P =A{xzg,...,x,} es un refinamiento de P. entonces:

Z?:l O[l’i—lﬂﬁi](‘ri - xi—l) <e€
Demostraciéon

Si f es Riemann integrable en el intervalo [a,b], para cualquier ¢ > 0, existe una
particién P. del intervalo [a, b] tal que si P es refinamientos de P. entonces:

|S(P; f) = S'(P; f)l < 3
para cualquier par de sumas de Riemann, S(P; f) y S’(P; f), de f con respecto a P.

Como O, , 2 = sup {f(x) — f(y) : ,y € [x_1, ]}, podemos tomar &;,n; € [x;_1, x;
tales que:

f(fz) - f(m) > O[Iz‘—hri] - m

Entonces:
2im1 O (i — i) < 20000 (&) — f(mi) + ﬁ] (z;i — i)
= ) (@i —wia) = 3 fn)(wi —wia) + 5 < ¢

Inversamente, supongamos que, para cualquier € > 0, existe una particion P. del
intervalo [a, b] tal que si P es un refinamiento de P. entonces:

Z?:l O[Oﬁi—l,ﬂci]('ri - xi—l) <

N ™M
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Sea P- ={v0,---,Ym} ¥y P ={xo,...,x,} un refinamiento de P. y consideremos dos
sumas de Riemann, S(P.; f) y S(P; f) de f con respecto a P. y P, respectivamente:

S(Ps f) =200 (&) (i — yia)
S(P; f) =351 [ (i) (v — 21-1)

Como cada subintervalo de P. es unién de subintervalos de P, se tiene, para cada
ie{l,...,m}:

[yi—1,ui] = U, (-1, ]

76 i = i) = 5 f (i) (n, = 0, 1)

f (Ukj) — 1 (&)

= O[yzehyi} (yi - yi—l)

j (l'kj - xkj—l) < Oy ] Zj (xkj N xkj—l)

Por lo tanto:

|S(Ps; f) = S(P; f)] < 221 O[yi—hyz‘](yi —Yi—1) < %
Asi que, si Py P’ son refinamientos de P. entonces:
IS(P: £) = S(P5 DI < |S(Pi £) = S(P )|+ |S(Pi f) = S(P5 )] < 2
u

TEOREMA 38 (Segundo criterio de integrabilidad de Riemann). Sea f : [a, b] —
R wuna funcion acotada, entonces f es Riemann integrable en el intervalo |a,b] si y
solo si, para cualquier o > 0 y cualquier € > 0, existe una particion P. del intervalo
[a,b] tal que si P = {xq,...,x,} es un refinamiento de P. entonces \(P,0) < €, en
donde A\(P,0) es la suma de las longitudes de los subintervalos de la particion P en
los cuales la oscilacion de la funcion es mayor o igual que o.

Demostracion
Sea o >0y P ={x,...,x,} una particién del intervalo [a, b], entonces:
oANP,0) <30 Oy s wi) (@i — 2521) < Oy AP, o) + (b—a)o

Supongamos que para cualquier o > 0 y cualquier € > 0, existe una particiéon P. del

intervalo [a, b] tal que si P = {zq,...,z,} es un refinamiento de P. entonces A\(P, o)
< 20(["—17]. Entonces, si P es un refinamiento de P., se tiene:

Yo Oy e —20) < 5+ (b—a)o
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para cualquier o > 0, por lo tanto:

> i1 Oty (i — 1) < 5 < e

Asi que se satisface el primer criterio de integrabilidad de Riemann.

Inversamente, supongamos que se satisface el primer criterio de integrabilidad de
Riemann, entonces, para cualquier ¢ > 0 y cualquier £ > 0, existe una particién P.
del intervalo [a, b] tal que si P = {xq,...,z,} es un refinamiento de P. entonces:

Z?:l O[T/i—lwi](xi - 332;1) <éo
Por lo tanto:

/\(P7 U) < %Z?:l O[xiflm](xi - xi—l) <e¢

TEOREMA 39 (Caracterizacién de la funciones Riemann integrables). Sea
f i la,b] — R una funcion acotada, entonces f es Riemann integrable en el intervalo
la, b] sty sdlo si el conjunto de puntos en donde la funcion es discontinua tiene medida
cero.

Demostracion

Para cada o > 0, sea D(0) el conjunto de puntos x € [a,b] en los cuales la oscilacién
de f es mayor o igual que o.

D(co) es un conjunto cerrado para cualquier ¢ > 0. En efecto, sea = un punto de
acumulacién de D(o), entonces toda vecindad de x contiene puntos de D(o), es decir,
puntos en donde la oscilacion de f es mayor o igual que o. Por lo tanto, la oscilacion
de f en x es también mayor o igual que o, asi que = pertenece a D(o).

D(o) es, ademds, acotado. Por lo tanto D(o) es un conjunto compacto para cualquier
o> 0.

Por otra parte, si D es el conjunto de puntos en donde la funcién es discontinua, se
tiene D = J;2, D(3).

Dada o > 0, si  es un punto en donde la oscilacién de f es mayor o igual que o y
P es una particién del intervalo [a, b], entonces, o bien = pertenece al interior de uno
de los subintervalos de P en donde la oscilacién de f es mayor o igual que o, o bien
x es un elemento de la particién P.

Si f es Riemann integrable, por el teorema 38, dada £ > 0, existe una particiéon P. del
intervalo [a, b] tal que si P = {xq,...,z,} es un refinamiento de P. entonces A(P,0)
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< 5. Consideremos una familia de intervalos abiertos Iy, I, ..., I, cuya unién cubra
los puntos de la particién F; y tales que la suma de sus longitudes sea menor que 3.
De esta manera, B(o) queda cubierto por una coleccion finita de intervalos abiertos
tales que la suma de sus longitudes es menor que ¢, asi que B(o) tiene medida cero.
Por lo tanto, D = |J;7, B(%) también tiene medida cero.

Inversamente, supongamos que D tiene medida cero, entonces B(%) tiene medida cero
para cualquier n € N. Dada o > 0 arbitraria, tomemos n > %, entonces B(o) C B(%),
asi que B(o) tiene medida cero. Finalmente, {a,b}U B(c) también tiene medida cero.

Asi que, dada ¢ > 0, existe una sucesién de intervalos abiertos no vacios, Ji, Jo, . . .,
tales que:

(i) {a,b} U B(o) C Uy, J

Como {a,b} U B(0) es compacto, existe una familia finita de intervalos J;, cuya unién
también cubre a {a,b} U B(o). Sea Iy = (co,dp), [1 = (c1,d1), ..., Iny1 = (Cny1, dpy1)
esa familia de intervalos, en donde podemos asumir que:

cp<a<dy<c<d <<, <dyp<cpp <b<dpga

Se tiene entonces:

(i) {a,b} UB(c) C Ut I,
(i) YR (1) < <
(iii) En cada punto de un intervalo de la forma [d, 1] la oscilacion de la
funcién es menor que o.

Dado un intervalo I de la forma [dy, cx11], si la oscilacién de f en I es mayor o igual
que o, partamos I en dos subintervalos de la misma longitud; si, en ninguno de los
subintervalos que se forman, la oscilacién de f es mayor o igual que o, terminemos el
proceso; si no, partamos en dos subintervalos de la misma longitud cada subintervalo
en donde la oscilacién de f sea mayor o igual que o asi sucesivamente. Si este
proceso no terminara nunca, obtendriamos un punto del intervalo [dj, cx41] en el cual
la oscilacién de la funcién es mayor o igual que o, lo cual no es posible. Por lo tanto,
continuando con ese proceso, en un nimero finito de pasos se tiene partido I de tal
manera que en cada subintervalo de la particién la oscilaciéon de f es menor que o.

De esta manera se tiene una particién P. del intervalo [a,b] formada por todos los
extremos de los intervalos I, y por todos los extremos de los subintervalos que con-
forman cada uno de los intervalos I de la forma [dy, cx11].
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Sea P un refinamiento de P.. Si la oscilacién de f es mayor o igual que o en un
subintervalo de P, entonces ese subintervalo estd contenido en alguno de los intervalos

I, por lo tanto, A(P,0) < €. Asi que, por el teorema 38, f es integrable. i

COROLARIO 40. Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua, entonces f es Riemann
integrable en el intervalo [a,b].

COROLARIO 41. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y mondtona no decreciente,
entonces f es Riemann integrable en el intervalo [a, b].

COROLARIO 42. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y mondtona no creciente,
entonces f es Riemann integrable en el intervalo [a, b].

TEOREMA 43. Sean f : [a,b] — R y g : [a,b] — R dos funciones acotadas, Riemann
integrables en el intervalo [a,b], y tales que el conjunto D = {x € [a,b] | f(z) # g(x)}

es finito o infinito numerable, entonces f:f(a:)da: = f: g(z)dz.
Demostracién

Dada ¢ > 0 existen particiones P. y (. del intervalo [a,b] tales que si P es un
refinamiento de P. y @) es un refinamiento de ()., entonces ‘S (P; f) — fab f (x)dx‘ <5

2
respecto a Py cualquier suma de Riemann, S(Q;g), de g con respecto a Q.

y ‘S(Q;g) — fabg(x)dx‘ < £, para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con

Sea P = {x, ..., x,} un refinamiento de P.U(Q)., entonces ‘S(P; f)— fab f(x)dx‘ <5

29
respecto a Py cualquier suma de Riemann, S(P;g) de g con respecto a P.

y ‘S(P; g) — fabg(x)dm‘ < £, para cualquier suma de Riemann, S(P; f) de f con

Como el conjunto D es a lo més infinito numerable, podemos tomar dos sumas de

Riemann S(P; f) = 3L, f(&)(wi —xim1) vy S(Pyg) = 3212, 9(§;) (v — x-1) de tal
forma que los puntos &; no pertenezcan a D, asf que se tiene S(P; f) = S(P;g). Por
lo tanto:

[} f@)dz = [} g(a)da| < [S(Pif) = [} f@)dz|+|S(Pig) = [} gl@)de| < 5+5 =<

Es decir, fab f(x)dx — f;g(a;)dx‘ < ¢ para cualquier € > 0, lo cual implica fab f(x)dx =
fab g(x)dx.

]
LEMA 44. Sea A1, As, ... una sucesion de subconjuntos Lebesque medibles del intervalo

(a,b) tales que m(A;) > « para toda i € N, en donde o es un nimero real positivo
fijo y m denota a la medida de Lebesque. Entonces el conjunto:
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A={z € (a,b): x € A, para una infinidad de valores de n}
es Lebesgue medible y m(A) > «.

Demostracion

Para cada m € N, sea B,, = U;’;m A,. Entonces la sucesién de conjuntos B,, es
monétona decreciente y A = () ~_, By, asi que A es Lebesgue medible y:

m(A) =m[m_y Bn] = lmuecem [Up,, An] > o

n=m *N

COROLARIO 45. Sea A1, As, ... una sucesion de subconjuntos Lebesque medibles del
intervalo (a,b) tales que m(A;) > « para toda i € N, en donde a es un nimero real
positivo fijo. Entonces el conjunto:

A={z € (a,b) : x € A, para una infinidad de valores de n}

es infinito no numerable.
Demostracién

Si A fuera finito o infinito numerable se tendria m(A) = 0, lo cual contradice el lema
44.

]
TEOREMA 46. Sea (fn)neny una sucesion mondtona no decreciente de funciones no

negativas, Riemann integrables en el intervalo |a,b|, y tales que la funcion f =
lim,,.0 fr €$ también Riemann integrable en el intervalo |a, b, entonces:

12 f(@)de = limp oo [0 fo(a)da
Demostracion

Para cada n € N, sea g, = f — f, y supongamos lim,,.. ﬁ f; gn(z)de = a > 0,

entonces «,, = f: gn(z)dz > a(b — a) > 0 para cualquier n € N.

Sea Py = {a,b} y, para n € N, sea P, una particién del intervalo [a,b], que sea un
refinamiento de P,_; y tal que si S(P,; gn) = > i 9n(&) (i —xi—1) es cualquier suma
de Riemann correspondiente a P,, entonces |S(P,; gn) — an| < %a(b —a).

Sea E, = {z € [a,b] | go(z) > 30}, A, la familia de subintervalos de la particién
P, que estdn contenidos en FE,,, B, la familia de subintervalos de la particiéon P, que
no estan contenidos en F, y L, la suma de las longitudes de los intervalos de A,,.
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En cada subintervalo [z;_1,z;] de B, escojamos un punto &, tal que g,(&;) <
entonces:

sab—a) < ap —ga(b—a) < S(Pasgn) = 3211 gn(&) (7 — 7im1) < 30(b—a) + ML,
en donde M = sup{f(z) | = € [a,b]}.

a,

Wl

Por lo tanto:

Ly, > s70(b— a)

Asi que, por el corolario 45, el conjunto:

A= {z €a,b] : v € E, para una infinidad de valores de n}

es infinito no numerable, lo cual es imposible pues lim,,.. ., g,(x) = 0 para cualquier
x € [a,b].

Se concluye entonces que la hipétesis lim,, ..o ﬁ fab gn(x)dxr = a > 0 es falsa, es
decir:

llmnv‘)oob af gn CC:O

de lo cual se sigue el resultado.

TEOREMA 47. Sea (fn)nen una sucesion mondtona no decreciente de funciones no
negativas, Riemann integrables en todo intervalo finito, y tales que la funcion f =
lim,,..o fn €s también Riemann integrable en todo intervalo finito, entonces fooo flz)dz =

lim,, . oo fooo fu(x)dx
Demostraciéon

Definamos fo = 0y, para cada j, k € N, sea a;; = fkk—l [fi(x) = fi—1(z)] dzx. Obsérvese
que se tiene:

DY j= oy ), = fo dl‘YZ] Py 1ajk_hmnw00fo ful

En efecto, utilizando el teorema 46, se tiene:

D ket ZJ p Ak =m0 D500 Z;)L = MMypeoo D4, (Hmnwoo Z?:l ajk)
. . k

= hmmwoo ZZL::[ (hmnwoo fk—l fn( )d$> = hmmwoo Zk 1 <fk‘ 1 d:U)

=Moo [y f(@)de = [ fz)d
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Z;; D ket @k = limy o Z?:l D e Gk = LMy o Z?:l (Mmoo D52 k)
= 1000 307y (UMypeoo [o [£i(2) = fi-1(2)] dx)
= i (W S5y Jy" [5(2) = fa(2)] do)

= 1Moo (Moo [y fo(2)dz) =Moo [3° fo(z)da

El resultado se sigue entonces del lema 23.

A.4. La integral de Lebesgue

Recordemos que un conjunto A C R es Lebesgue medible si pertenece a la o-dlgebra
de subconjuntos de R generada por los borelianos y los conjuntos de medida cero.

Recordemos también que la medida de Lebesgue m en R es la tdnica funcién no
negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles tal que m(I) es
igual a la longitud de I para cualquier intervalo I.

Consideraremos en esta parte funciones con valores en los reales extendidos, es de-
cir, funciones que pueden tomar los valores co y —oo. Para ¢ € R, haremos las
convenciones siguientes.

(=1)(00) =c— 00 = -

(00) (00) =004+ 00=c+00 =00
c(oo)=00sic>0

(0) (00) =0

00 — 00 no estd definido

—oo <<

A.4.1. Funciones medibles.
DEFINICION 48. Sea f : R +— R. Diremos que f es medible si {x € R: f(x) <y} es

Lebesgue medible, para cualquier y € R.

Obsérvese que si f : R — R es medible, entonces los conjuntos {z € R : f(x) = —oo}
y {r € R: f(x) = oo} son medibles. En efecto:
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{reR: f(z) =—oo} =M {r eR: fz) < —n}
{xeR: f(x)=occ} =2 {z eR: f(z) <n}
Los siguientes dos resultados se prueban facilmente:

PROPOSICION 49. Una funcion f : R — R es medible si y sdlo si se satisface cual-
quiera de las siguientes condiciones:

{z € R: f(x) <y} es Lebesgue medible, para cualquier y € R.
{z € R: f(z) <y} es Lebesque medible, para cualquier y € R.
{r eR: f(x) >y} es Lebesque medible, para cualquier y € R.
{z € R: f(x) >y} es Lebesgue medible, para cualquier y € R.

PROPOSICION 50. Sea f : R — R una funcion medible, entonces {x € R : f(z) = a}
y f~Y(B) son Lebesque medibles para cualquier o € R y cualquier conjunto boreliano

Obsérvese que toda funcién de la forma ¢ = > by lp, en donde by, ..., b, son
nimeros reales y Fi, ..., F,, son conjuntos Lebesgue medibles, es medible.

DEFINICION 51. Diremos que una funcion medible es simple si tiene la forma
p = Z;”:l bilr,, en donde by,..., b, son niumeros reales y Fi,...,F,, son conjun-
tos Lebesgue medibles.

PROPOSICION 52. Sea f una funcion medible no negativa, entonces existe una suce-
sion no decreciente de funciones simples no negativas p,, tales que lim,,.. ¢, (x) =
f (z) para cualquier x € R.

Demostracion

Para cada n € N, sea:

0, (z) _{ ano on ]{yeRm Lo g y)<2ﬂn}($) si f(x) <n
n 0 s f(z) >n

Dados n € Ny xz € R, sea m el tinico niimero entero no negativo tal que ’"é;l <

f(x) < 2. Entonces, como ¢, (z) = "1, se tiene f(z) — 55 < ¢,(z) < f(z), asf que

im0 0, () = f(2).

: (m— 2m : 2m—2 2m—1 :
Ahora bien, como 2n+1 < f(z) < 535, se tiene que Fir < f(z) < Fi5r o bien

ol < f(z) < 52%. En el primer caso, se tiene ¢, () = 222 = 2= 1 = p,(x),
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mientras que en el segundo, se tiene ¢, () = 225 > 202 = ¢ (z). Asf que, en

cualquier caso, ¢, () < ¢, ().

Asf que, ¢,, es una sucesién monétona no decreciente de funciones simples no negativas
tales que lim,,... ¢, (x) = f(x) para cualquier z € R. n

PROPOSICION 53. Sea g1 : R — R, go : R — R, ... una sucesion de funciones
medibles, entonces:

(i) Para cualquier n € N, las funciones min{gi,...,g,} y méx{g1,...,gn} son
medibles.
(ii) Las funciones inf {g1, 92, ...} ysup{g1,92,...} son medibles.

Demostracion

Sea L la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles, entonces, para cualquier y € R,
se tiene:

{zeR:min{g,...,0.} (#) 2y} = {r ER:gi(z) >y} € L
{reR:méx{g,....0.} () Sy} =N {z R gi(2) <yt e L
{reR:if{g1,g2.. } (@) 2y} =ML {z €R:gula) 2y} €L

{zeR:sup{gi,02,.. .} (2) Syt =Nl {z €R:gu(2) <yt e L

de lo cual se sigue el resultado.

COROLARIO 54. Sea g; : R+— R, g5 : R— R, ... una sucesion de funciones medibles,
entonces las funciones lim inf g,, y limsup g, son medibles.

Demostraciéon

La sucesién g, = inf {f; : j > n} es mondtona no decreciente y:
liminf,. f, = lim,..o f, = Inf f,

Asi que liminf,, ... f, es medible.

La sucesién h,, = sup {f; : j > n} es monétona no creciente y:
limsup f, = lim,,..o fr = sup f,

Asi que lim sup f,, es medible.



380 APENDICE

COROLARIO 55. Sea g1 : R — R, g2 : R — R, ... una sucesion de funciones medibles
tales que lim,,..o. g, () existe para cualquier x € R, entonces la funcion g : R — R
definida por g(x) = lim,,..« gn(x) es medible.

LEMA 56. Si una funcion f : R — R es medible, entonces f y f~ son medibles.

Demostraciéon

La funcién idénticamente cero es medible, asi que entonces f* = médx{f,0}, es
medible.

Para cualquier y € R, se tiene {z € R: [—f](z) <y} = {x € R: f(z) >y}, asi que
la funcién —f es medible. Por lo tanto, f~ = max {—f,0} es medible.

PrROPOSICION 57. Sean f : R+— R y g : R — R dos funciones medibles y ¢ € R.
Entonces las funciones f +c, cf, f + 9 y fg son medibles.

Demostraciéon

Sean ¢,, ®,, ¢, v ¥, sucesiones no decrecientes de funciones simples no negativas

tales que limy..cc ¢, (z) = f* (), Um0 @n (2) = 7 (2), iMoo @y, () = g7 (2) ¥
lim,,.0o ¥, () = g~ (), respectivamente, para cualquier = € R.

Las funciones ¢,, — ®,, + c y cyp,, — c®,, son simples y se tiene:
1 [0 — Do+ €] () = f(2) + 0

lim,, .0 [cp,, — c®@,] () = cf ()

Asi que f + ¢y ¢f son medibles.

También, las funciones ¢, —®,+¢, -V, y ¢,¢,, + 2, ¥, — ¢, ¥, — P, ¢, son funciones
simples y se tiene:

o0 [, = @ + ¢, — Vo] (2) = [f + 9] (2)
Moo [0 @ + PV — 0, W, — ©,0,] (2) = [fg] ()
Asi que f+ gy fg son medibles.

PROPOSICION 58. Sea f : R — R una funcion medible y g : R — R una funcién tal
que g = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces g es medible.
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Demostracién
Sea ' = {x € R: g(x) = f(z)}, entonces, para cualquier y € R, se tiene.
{r €R: g(z) <y}
{reR:g(r) <y}nEJU[{zr e R:g(z) <y}nE
=[{zeR: f(z) <ytnEJU{z € E°: g(z) <y}

El conjunto {z € E°: g(z) < y} tiene medida cero, por lo tanto es medible. Asi que
{z € R: g(x) <y} es medible.

A.4.2. La integral de funciones medibles no negativas. Si¢ =3 ,"  b.Ir,
es una funcién simple entonces el conjunto de los valores que toma es finito. Sea

{ai,...,a,} el conjunto formado por todos los distintos posibles valores no nulos
de p y, para k € {1,...,n}, sea Ey = {z € R: p(x) = ax}, entonces los conjuntos
Ei,...,E, son ajenos por parejas y ¢ = » ., aplg,. Esta iltima sumatoria sera

llamada la representacién canénica de .

DEFINICION 59. S ¢ es una funcion simple no negativa con representacion candénica
© => 1y aplg,, se define la integral de ¢, [, o(x)dz, de la siguiente manera:

fR p(x)dr =370, apm (Ey)

LEMA 60. Sea ¢ = Z;n:l bjIF; una funcion simple no negativa, en donde los conjuntos

Fy, ..., F, son ajenos por parejas, con representacion candnica @ = ZZ:1 arlg,,
m n

entonces YT, bym (Fy) = S agm ().

Demostracion
Para k € {1,...,n}, se tiene By = Ugje(1,..m}:b;=a} Fj, ast que:
2k axm (By) = 320 ay Z{je{l,...,m}:bj:ak} m (F})

= ZZ:l Z{je{l,...,m}:bj:ak} bjm (E) = Z;nzl bjm (F’])
]

PROPOSICION 61. Sea ¢ = Z;nzl bjIF, una funcion simple, en donde los coeficientes
bi,...,bm son no negativos, con representacion candnica p =Yy ,_, aylg,, entonces

Z;nﬂ bym (Fy) = >4y axm (Eg).
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Demostraciéon

Los términos de la sumatoria > ", b;Ir. en los cuales b; = 0 pueden eliminarse, asi
j=1Y1F; j )
que podemos asumir que by, ..., b, son nimeros reales positivos.

Sea ' = UL F,, T ={1,....m}y,si A= {ir,...,ix} CTyT—A={j1, - Jm-t}
definamos:

FA:FmFl'lﬂ"'ﬂFikﬂFJim".mF;irLfk

CA:bi1+"'+bik

Entonces F' = UgcrFa, Fy = UgacricayFa y, si Ay B son dos subconjuntos distintos
de T, F4 y Fg son ajenos. Por lo tanto:

m (F) = Z{ACT:jEA} m (Fy)

Asi que:

251 by (F5) = 325005 2 acrjeay m (Fa)

=D i1 2pactjeay bim (Fa) = 30 acr D jea bym (Fa)
= 2 acr cam (Fa)

Ademds, si x € Fay A = {i1,... i}, () = by + -+ + b;, = ca, por lo tanto
Y= ZAcT CA‘[FA‘

Asi que se tiene:
> i bilr =3 scrcalr,
Z;n=1 bym (Fj) = 3 acpcam (Fa)

n m . n .
Pero como » ;" ailp, = Y 5L, bjlF,, se tiene > " ailp, = > 41 calp,, ast que, por
el lema anterior:

Do bym (Fy) =37 ycpcam (Fa) = 350 axm (Ey)

COROLARIO 62. Sea ¢ = Z;nzl bjlr, una funcion simple, en donde los coeficientes
bi, ..., b, son no negativos, entonces:

Jo(@)de =375 bym (F})

PROPOSICION 63. Sean ¢ y ¢ dos funciones simples no negativas, entonces:
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1) [glap(z) + bip(x)] de = a [, o(x)dz+b [, ¥(x)dx para cualesquiera nidmeros
reales a y b no negativos.
(ii) Sip <1, entonces [, o(x)dx < [, v (x)dx.

Demostracion

i) Sean > ¢ arlp, v > 1, bilr, las representaciones canénicas de ¢ y 1, respecti-
vamente. Entonces:

ap+bp =" aalp, + > 1 bbplk,

Asi que:
Je lag(@) + bp(x)] do = 3751 aapm (Ey) + 325L, bbem (F)

=a [y o(@)dr +b [ Y(x)dx

i1) Si ¢ < 1, entonces 1) — ¢ es una funcién simple no negativa y ¢ = ¢ + (1) — ),
asi que:

Je¥(@)dz = [po(x)dz + [; [V(z) — p(2)] do
Por lo tanto:
Jeb(@)de — [ o(z)de = [ [b(x) — ¢(x)] de = 0
u
DEFINICION 64. Si f es una funcion medible no negativa, se define la integral de f,
fR x)dzx, de la siguiente manera:
Jo f(@)dz = sup { [, p(x)dz : ¢ es simple y 0 < p < f }

DEFINICION 65. Si f es una funcion medible no negativa y E es un conjunto Lebesgue
medible, se define:

[ f(@)de = [, Ip(x)f(z)ds

LEMA 66. Sea ¢ una funcion simple no negativa. Entonces, la funcion m : L — R,
definida por m(E) = [, ¢(z)dz, es una medida.

Demostracion
Obviamente, m es no negativa y, por la proposicién anterior, es finitamente aditiva.

Sea Zzzl arlg, la representacion candnica de ¢, A, una sucesiéon mondtona no de-
creciente de conjuntos lebesgue medibles y A = U2°, A,,. Entonces
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Ja, el@)de =370, agm (A 0 Ey)

Jae(@)de =370, axm (AN Ey)

Asi que:

im0 m(A4;,) = im0 fAn o(r)dr = lmy, .00 Y p_y axm (A, N Ey)
=S gl m (A N E) = Y0 agm (AN )

= [, p(z)dz = m(A)

TEOREMA 67 (Teorema de la convergencia monétona). Sea f,, una sucesion no
decreciente de funciones medibles no negativas, entonces:

fR im0 fr(2)dz = limy,.. o fR fulz)dz
Demostraciéon

Sea f = lim,..o0 fn ¥ ¢ una funcién simple no negativa tal que ¢ < f, a € (0,1) y
A, = {x € R:f,(z) > ap(z)}. Entonces, la sucesién A, es mondtona no decreciente
y UA, = R. Ademds, la funcién m : £ — R, definida por m(E) = [, ¢(x)dz, es una
medida, asf que:

im0 [, @(2)de = [ o(z)dz

Por otra parte, a [, @(z)dx < [, fu(r)dz < [, fu(z)de para cualquier n € N, asf
que:

a fpp(@)de = alimy,.o [, p(@)de <Hm,.o0 [5 folz)de
Haciendo tender « a 1, se obtiene entonces:

fR o(x)dr <m0 fR fnlz

Por lo tanto:

fR z)dr < 1lim,.. fR fulz

PROPOSICION 68. Sean f y g dos funciones medibles no negativas, entonces:

1) [plaf(z)+bg(x)]de =a [, f(x)de+Db [, g(x)dx para cualesquiera nimeros
reales a y b no negatwos
(ii) Si f < g, entonces [, f(x)dx < [ g(z)
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Demostracion

La segunda propiedad es inmediata de la definicién. Para la primera, sean ¢,
y 1, dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no negativas tales que
My 0, (2) = f(2) y iMoo ¥, (2) = g (@) para cualquier z € R.

Para cada n € N, se tiene:

Jelag, (x) + b, (2)] dz = a [ ¢, (x)dz + b [p 1), (z)dx

Asi que, por el teorema de la convergencia mondtona, se tiene:

Je laf(z) +bg(x)] de = a [, f(x)dz +b [, fulx)

PRrOPOSICION 69 (Lema de Fatou). Sea {f,}, .y una sucesion de funciones medi-
bles no negativas. Entonces:

fR lim inf, . frn(z)dz < liminf,.. fR fn(z)dx
Demostracion

La sucesién g, = inf{f;:j > n} es monétona no decreciente y liminf, .. f, =
lim,,.. frn, asi que, por el teorema de la convergencia monétona:

fR liminf,,. oo fr(x)dr = lim,. o fR gn(z)dx

Por otra parte, g, < f; para cualquier j > n, asf que:
Jg 9n(@)dz < inf { [, fi(z)dz: j > n}

Por lo tanto:

Je iminf, o fo(z)de = limy, .0 [5 gn(@)dx

< lim,, .. o inf {fR filx)dz : j > n} = liminf, . fR fulz

A.4.3. Funciones integrables.

DEFINICION 70. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un conjunto
Lebesgue medible E si [, |f(x)]dr < co.

PROPOSICION 71. Una funcion medible f es integrable sobre un conjunto Lebesque
medible E si y solo si f+ y [~ son integrables sobre E.
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Demostraciéon

Se tiene ft <|f|y f~ < |f], asf que si f es una funcién medible integrable sobre E,
entonces f* y f~ son también integrables sobre E.

Inversamente si f*y f~ son integrables sobre E, entonces || 2| f(x)|dx = / o [T (z)dz+
[ f 5 x)dzx, asi que f es también integrable sobre E.

DEFINICION 72. Si f una funcion medible e z'ntegmble sobre un conjunto Lebesque
medible E, se define su integral sobre E, [, f i f(x)dz, de la siguiente manera:

Jp f(@)dz = [, fH(z)de — [, f~(2)dx

PROPOSICION 73. Sean f y g dos funciones medibles e mtegmbles sobre un conjunto
Lebesgue medible E, entonces:

(i) Para cualesquiera nimeros reales a y b, la funcion af+bg es integrable sobre

Ey:
Jglaf(x) + bg(x )dx—afE d:v+be
(ii) Si f < g sobre E, entonces [; f(x)dz < [5 g( dm
(iii) | [ f(a)dz| < [5|f(x)] da
Demostracién

i) laf (@) +bg(x)] < la| [£(2)] + [b] [9(x)], ast que [; |af(x) + bg(z)|dz < oo
Sia < 0, se tiene:

(af)" =lal £~y (af)” = |al f*, asi que:

Jpaf@)de = [ |a| f~(2)dz — [, |a] f*(2)da

——afE da:+afEf+ :c—a(fEf—(x)da:+fEf+(:c)dx)

— a [, f(x)dz

Sia > 0, se tiene:

(af)" =af*y (af)” =af, asf que:

Jgaf(@)de = [yaf*(2)dr — [gaf~(v)de = a (f5 fF(w)de — [; f~(2)dz)

= a [, f(x)dz

Adems4s:
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f+o) =(f+g9) =f+9=U"—f )+ —g)=0T+g") - +9)
Asi que:
(f+9) +f +g =(+g +/+g"
Por lo tanto:

[ (f+9)" (@)de + [; f(2)dx + [g (x)dx = [,(f+9) (x)dx + [, fF(x)dz +

Je ot (x)dx

De lo cual se sigue:

Jo (f +9) (@)da = [ (f + 9)" (@)dz — [ (f +9) (x)da

= fE fH(z)de + fE g (x)dx — fE f(x)dx — fE g (z)dz

= (Jg fr(@)da — [y f—<x>dx) + (Jpo™(@)de — [ 97 (x)d)
= Jp f(@)dz + [5g(x

i1) Si f < g sobre E, entonces g — f > 0 sobre E, asf que:
o 9(@)da — [ f(x)dz = [, (g — f) (x)dx >0

Por lo tanto:

Jo f@)dz < Jg g(z

iit) | [, fz)dz| = |fE fH(@)dz — [, [~ (z)dz|

< [ fT(@)dz + [, f~(x)dz = [ |f(2)|dz

PROPOSICION 74. Sea f: R — R una funcion boreliana e integrable sobre un con-
junto boreliano E y tal que [, f 4 f(w)dx = 0 para cualquier conjunto boreliano A C E,
entonces el conjunto {x € E: f ( ) # 0} tiene medida cero.

Demostracion

Sea B = {x € FE: f(r)>0}y, para cada n € N, sea B, —{erf 1}
entonces:

0= [z flz)dx > im(B,)

Por lo tanto, m (B,,) = 0 para cualquier n € N. Asi que:
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m(B) =m (U~ By) =lim,..com (B,) =0
De la misma manera, se tiene que m ({x € £ : f(z) < 0}) = 0. Asf que:
m({z € B f(z) £0}) =0
]

COROLARIO 75. Sean f y g dos funciones borelianas e integrables sobre un conjunto
boreliano E, y tales que [, f G f(@)dr = / 19(@)dz para cualquier conjunto boreliano
A C E, entonces el conjunto {x E E: f(z) # g( )} tiene medida cero.

PROPOSICION 76. Sea g una funcion no negativa, integrable sobre un conjunto Le-
besque medible E y {fn},cn una sucesion de funciones medibles tales que |f,| < g y
[ =1, . fo existe c.s., entonces limy,.o [, |fu(x) — f(2)]dz = 0.

Demostracién

Para cada n € N, sea h,, =29 — |f, — f|, entonces, por el lema de Fatou, se tiene:
2 [ flo)de = [, limy, o0 hy(x)d

< liminf, .o [ h(x)de =2 [, g(x)dz —limsup,,.. . [, |fo(®) — f(2)]|dz

Asi que:

A sup, .o f @) — f(2)] da = 0

COROLARIO 77 (Teorema de la convergencia dominada). Sea g una funcion no
negativa integrable sobre un conjunto Lebesgue medible E y { f,}, .y una sucesion de
funciones medibles tales que |f,| < g y lim, . f, existe c.s., entonces:

Jplimy, oo fo(2)de = lim, o0 [} fru(x)dx

PROPOSICION 78. Sea f : [a,b] — R una funcién Riemann integrable no negativa,
entonces f es medible y la integral de Lebesque de [ coincide con su integral de
Riemann.

Demostracién
Sea P, = {m(n) .. (n)} una sucesion de particiones del intervalo [a, b] tales que, para
cualquier n € N, Pn+1 es un refinamiento de P, y Zm" (M, () _ 5 ))(:172(-”) _%@1) <1

en donde M = sup{f(@) | v € 1, o)} y mi® = (@) | & € (22}, 2]}

Ti1,%; i—1) %1

Sean:
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Pn = Zgi_l mz('n)f [I(m x(n)) + mﬁl},{[ [xm) (n>]

=171 mp—1tYmn

wn = Z;inl_l Mz(n)j[m(") m(")) + M’V(TZ?[[LE(") x(")]

i—177% mp—12"Mn

Entonces, denotando por (R) f a la integral de Riemann, se tiene que: la sucesién

(R) fab v, (z)dr es monétona creciente, la sucesion (R) fab Y, (z)dz es mondtona decre-
ciente y:

im0 (R) [} 0, (2)de = 1, (R) [ 0, (2)dw = (R) [} f(x)de

Por otra parte, para cualquier n € N, ¢, y 1,, son funciones simples tales que ¢, <
f <1, asi que ¢* = supyp, y ¥* = inf1),, son funciones medibles y ¢* < f < 9",
Ademis:

{z €la, 0] : " (x) — ¢*(x) > 0}
= U2 {o € [a,b] - 97(2) — ¢*(2) > 1}
Pero, para cualquier n € N, se tiene:

m ({ € [a,] : *(2) — ¢*(x) > 1})

I =

m ({z € [a,b] : V" () — p*(x) > 1}) < &

para cualquier n € N. Por lo tanto:

m ({z € [a,b] : *(z) — p*(z) > 1}) =0

Por consiguiente:

m({z € [a,b] : ¥ (z) — ¢*(z) > 0})

< T m ({r € b v () — gt() > 1) =0

Se sigue entonces que p* = f = 9™ excepto a lo mds en un conjunto de medida cero,
asf que f es medible.
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Por otra parte, para cualquier n € N, se tiene:

0, S < f <Yt <,

Asf que:

S enl@)de < [} o (@)de < [} fla)de < [ (@)dr < [}, (x)da
Pero :

S eu@)dz = (R) [} ¢, (x)dx

i a(@)de = (R) [} 4, (x)de

Por lo tanto:

(R) [} pula)dz < [} ¢"(2)de < [} f(e)de < [} 4" (2)de < (R) [}, (x)da
Asi que, tomando limites cuando n ~» oo, se tiene:

(R) [} f()de < [} ¢ (2)de < [} fla)de < [ 4" (2)dw < (R) [} f(2)da

De lo cual se sigue:

[? f(@)dz = (R) [* f(x)dx

A.4.4. La integral de Lebesgue en R2. Las definiciones y resultados sobre la
integral se extienden a R”, siendo las definiciones y demostraciones esencialmente las
mismas. A continuacién se enuncian para el caso de R2.

Recordemos que un conjunto A C R es Lebesgue medible si pertenece a la o-dlgebra
de subconjuntos de R? generada por los borelianos y los conjuntos de medida cero.

Recordemos también que la medida de Lebesgue m en R? es la tnica funcién no
negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles tal que m(I x J)

es igual al producto de las longitudes de [ y J, para cualquier par de intervalos I y
J.

DEFINICION 79. Sea f : R? — R. Diremos que f es medible si:

{(z,y) eR*: f(z,y) <y}

es Lebesgue medible, para cualquier x € R.
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PROPOSICION 80. Sea f : R? — R una funcién medible, entonces y f~*(B) es Lebes-
gue medible para cualquier conjunto boreliano B.

DEFINICION 81. Diremos que una funcion medible es simple si tiene la forma ¢ =
Yo belr,, en donde by, ..., by, son nimeros reales y Fi, ..., F,, son conjuntos Le-
besque medibles de R?.

PROPOSICION 82. Sea f una funcion medible no negativa, entonces existe una suce-
si6n no decreciente de funciones simples no negativas @, tales que lim,,.., @, (z,y) =
f (x,y) para cualquier (z,y) € R2.

PROPOSICION 83. Sea g1 : R2 — R, ¢o : R? — R, ... una sucesién de funciones

medibles, entonces:

(i) Para cualquier n € N, las funciones min{g1,...,g,} y médx{g1,...,gn} son
medibles.
(ii) Las funciones inf {g1, 92, ...} ysup{g1,92,...} son medibles.

COROLARIO 84. Sea g; : R? — R, gy : R? = R, ... una sucesion de funciones
medibles, entonces las funciones liminf g,, y limsup g,, son medibles.

COROLARIO 85. Sea g1 : R2 — R, ¢5 : R? — R, ... una sucesion de funciones
medibles tales que lim,.. gn(z) existe para cualquier x € R, entonces la funcion
g : R? = R definida por g(z,y) = imy..c0 gn(z,y) es medible.

LEMA 86. Si una funcion f : R?+— R es medible, entonces f* y f~ son medibles.

PROPOSICION 87. Sean f:R? — R y g : R> — R dos funciones medibles y c € R.
Entonces las funciones f +c, cf, f + g y fg son medibles.

PROPOSICION 88. Sea f : R? — R una funcion medible y g : R? — R una funcion tal
que g = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces g es medible.

Si o = >, bilp, es una funcién simple entonces el conjunto de los valores que

toma es finito. Sea {ay,...,a,} el conjunto formado por todos los distintos posibles
valores no nulos de ¢ y, para k € {1,...,n}, sea By = {(z,y) € R?: p(z,y) = ai.},
entonces los conjuntos Ej, ..., E, son ajenos por parejas y ¢ = » ;_, a;lg,. Esta

iltima sumatoria serd llamada la representacién candnica de ¢.

DEFINICION 89. Si ¢ es una funcion simple no negativa con representacion canonica
© = 1 aplg,, se define la integral de ¢, fRQ wdm, de la siguiente manera:

fR2 pdm= ) axm (E)

DEFINICION 90. Si f es una funcion medible no negativa, se define la integral de f,
fR2 fdm, de la siguiente manera:
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Jgo fdm = sup { [, pdm : o es simple y0 < ¢ < f }

DEFINICION 91. Si f es una funcion medible no negativa y E es un conjunto Lebesgue
medible, se define:

[ fdm = [o, Ipfdm

TEOREMA 92 (Teorema de la convergencia mondétona). Sea f,, una sucesion no
decreciente de funciones medibles no negativas, entonces:

S limy o frdm = lim,, oo [5 fudm

PROPOSICION 93. Sean f y g dos funciones medibles no negativas, entonces:

(i) fg (af +bg)dm = a [, fdm +b [, gdm para cualesquiera nimeros reales a
y b no negativos.
(ii) Si f < g, entonces [, fdm < [, gdm.

DEFINICION 94. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un conjunto
Lebesgue medible E si [, |f]dm < oc.

PROPOSICION 95. Una funcidn medible [ es integrable sobre un conjunto Lebesgue
medible E si y sélo si fT y f~ son integrables sobre E.

DEFINICION 96. Si f una funcion medible e integrable sobre un conjunto Lebesgue
medible F, se define su integral sobre F, fE fdm, de la siguiente manera:

[y fdm = [, frdm — [, f~dm

PRrROPOSICION 97. Sean f y g dos funciones medibles e integrables sobre un conjunto
Lebesgue medible E, entonces:

(i) Para cualesquiera nimeros reales a y b, la funcion af +bg es integrable sobre
E y:
[ (af +bg)dm =a [, fdm +b [, gdm
(ii) Si f < g sobre E, entonces [, fdm < [, gdm.

(i) | [, fdm]| < [, || dm

COROLARIO 98 (Teorema de la convergencia dominada). Sea g una funcion no
negativa integrable sobre un conjunto Lebesgue medible E y { f,}, .y una sucesion de
funciones medibles tales que |f,| < g y lim,. [, existe c.s., entonces:

f iMoo frdm = 1im,,.. o f 5 Jndm
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PROPOSICION 99. Sea f : [a,b] X [¢,d] — R una funcion Riemann integrable no
negativa, entonces f es medible y la integral de Lebesque de f coincide con su integral
de Riemann.

PROPOSICION 100 (Teorema de Tonelli). Sea f : R? — R una Juncion boreliana
no negativa. Para cada z,y € R, definamos las funciones f, : R — R y fy R— R
de la siguiente manera: f,(z) = f(z,2) y f,(2) = f(2,y), respectivamente, entonces:

(i) f: es boreliana para cualquier x € R.
(ii) f, es boreliana para cualquier y € R.
(111) Las funciones x — [g fo(y)dy y x — [ f,(x)dz son borelianas.

(iv) fo (fp fe(w)dy) doe = [ ([ fy(2)dz) dy

PROPOSICION 101 (Teorema de Fubini). Sea f : R? — R una funcion medible e
integrable. Para cada z,y € R, definamos las funciones f, : R— R y f, : R+— R de
la siguiente manera: f,(2) = f(x,2) y f,(2) = f(2,y), respectivamente, entonces:

(i) f. es boreliana para cualquier © € R y {z € R: f, no es integrable} tiene
medida cero.

(ii) f, es boreliana para cualquier y € R y {y € R: f, no es integrable} tiene
medida cero.

() Las funciones x — [; fo(y)dy yy — [5 fy(x)dz son borelianas e integrables.

(f]R fay dy) dr = [, (fRfy dx) dy = [ fdm






Respuestas a los ejercicios

CAPITULO 6
6.1. P[|X —1] >2] =1— Fx(3)+ Fx(-1)
6.2. a)3;b)1:¢)1;d)0

0 st < —1
Lz4+1)?  sizel[-1,0)

6.4. a) =3+ Lv2; b) Fy(z)={ | size0,3)
14 (x-3)* size3,c)
1 stx>c

6.5. No
6.6. Mayor que 0.6019

B %‘1(1—%)(1—%)"'(1_%_2) size{2,...,n+1}
6.7. f(x) —{ 0 en otro caso
CAPITULO 7

135
(BT

7.2. P[2 hombres y 2 mujeres) = 2; P (3 hijos de un sexo y 1 del otro] = 3

7.3. P [obtener por lo menos 1 seis al lanzar 6 veces un dado] = 0.6651
P [obtener por lo menos 2 seises al lanzar 12 veces un dado] = 0.61867

P [obtener por lo menos 3 seises al lanzar 18 veces un dado] = 0.59735

7.4. 0.94208

7.5. 375

7.6. £

7.8. Los (Z) posibles arreglos de k éxitos yn—Fk fracasos tienen la misma probabilidad.

7.9. FEl jugador A pues la probabilidad que tiene de ganar el juego es igual a 0.5706.
395
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—x 2N7.’E .
7.10. fx(z) :{ V) () size0,...,N}
0 en otro caso

k
2a (_p_ ;
7.11. Plexactamente k mujeres| = { 2-p (2*17) sik€ql2,.. .}
(1-p)(2—p)
712. P(X >z)=(1—p)*
n n \k-1
714, 525 (1 — 525)
D1 siz=0
7.15. fX(I) = (1 — pl)m(l — pg)xil [pz +p1(1 — pg)] st x € {1, 2,...
0 en otro caso

p=p1+p(l —p1)
1 —20x 39z .
_J £ (0.6e772* +0.4¢7%3%) six € {0,1,...}
717 fx(@) = { 0 en otro caso

7.18. e ?

719. p>1—27107"

721. A=k
7.22. 0.045822
723. 1 — %e‘l
N stz Eeq2,...,N
7.24. fx(z) = { (%) { )
0 en otro caso

SN—2)(N—z—1) g _
7.25. fX(q;) = { ON(Nfl)(N,Q) ST T € {1, .. .,N 2}

en otro caso

6(y—1)(N—y) .
fY(y)_{ W Sly€{2""7N_1}

0 en otro caso

3(z—1)(2—2) .
fz(2) :{ NN (N—2) S'ZE {3,...,N}

0 en otro caso

7.26. 0.77778
e gired0,1,2,3)
_ 10 T
7.28. fx(z) = { 0 en otro caso

7.29. ¢ =6; P[X es par] = %
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7.31. CL) 1 b) 10;' C) 257 d) 50

flé)iol size€{0,...,9}
7.32. fx(x) = 0. sixre{10,...,18}
0 en otro caso

733 PIX <Y]=1-20U. plx =y]=1

2MN
% sty =M
734 fy(y) =4 %~ siye{M+1,...,N}
0
N

en otro caso

“MEL gy =M

735 fy(y) =4 % siye{l,...,M -1}
0 en otro caso

7.36. fz(2) = 0 en otro caso

{ 2]‘2\,—31 size{l,...,N}
737. a) PIX<Y]=1—-e?; PIX>Y]=(1-ple?
b) PIX>Y]>P[X <Y] cuand0A<lln(2—p).

738 a) PIX <Y]=32; P[X=Y]=

O ZZZZJZ;;; &

CAPITULO 8
8.1. T tiene distribucion uniforme en el intervalo [0, 15].

_[20-y) siye(0,1)
8.2. fy(y) = { 0 en otro caso

8.3. a) Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1).

s10<z<1
b _ 2
)fZ( ) { 0 en otro caso
siye (0,1)
8.4. 2
fY { en otro caso
8.5. T ptp

8.6. 0.682689
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8.7. 0.354032
8.8. 0.193939

8.9. 0.10618
1

8.10. fx(x) = { éboo exp{ — 1y (y—p)? }dy

exp{—5(z— p)?} siz>b

en otro caso

8.11. Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene P [X = 310] ~ 0.0216969,
mientras que el valor exacto es 0.0215234.

P[280 < X < 310] = 0.654736
8.12. 0.998611

8.13. 1

8.14. 0.36529

8.15. 508

8.16. 0.220718

8.17. 9604

8.18. 0.0312832

8.19. 1.52

8.20. 2.3685 x 10~7 arios
8.21. 2 seqgundos.

30t (Lt e H L (14t e sit>0
8.23. fy(t) = { 0 en otro caso

8.24. 0.761897
825. 1+e(BA+1)—e MA+1)

8.26. Y tiene distribucion gama con pardmetros o y %
4 4
8.27. a) (3); b) (3)

8.28. fy (y) = { (2)(1 —y) siye(0,1)

en otro caso

8.20. fx(z) :{ £ size (V3.2)

0 en otro caso
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571'1’ s10<zr<l
8.30. Zxarcsenl — %ﬂx sil<z<+2
0 en otro caso
z s10<2<1
8.31. 2—2 s1l1<z2<2
0 en otro caso
. 1
3.32. :{2\/5(1—:1:\/_) szx6(0,5 2)
0 en otro caso
l o .
833, _ ) 3(2-12) si0<z<2
0 en otro caso
8.34. — 2

8.35. fy(y) = ‘a%f(y%)

Para el caso en que X tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), sia >0, Y
tiene distribucion uniforme en el intervalo (b,a + b), mientras que si a < 0, Y tiene
distribucion uniforme en el intervalo (a + b,b).

8.36. fy(y) = {2yf< ) sty >0

0 en otro caso
Para el caso en que X tiene distribucion gama con pardmetros o y A, se tiene:

«@ _ _ 2 .
20 20—1,—Ay siy >0

o) = { F

0 en otro caso

8.37. fy(y) = {(J)”(Hf(—y) siy >0

en otro caso

1 —(y—p)? /202 —(y+u)? /202 ;
a)fY {O—m[e (yﬂ)/ +e y“)/ 82y>0
0 en otro caso
% sty € (0,1)
b) fY 3 siy€[1,2)
0 en otro caso
Lrq y >0
s38. oy — § ) siy
0 en otro caso

_ N2 2 .
L_e=(ny=w)?/20°  gi 0>
en otro caso

N

Y

o) Fr(y) = {

S q
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= A(Iny)*t siy>1
b)fy(y):{g+r(") (ing)

en otro caso

3y—4./y+5

0 en otro caso

CAPITULO 9

2N+1
9.3. 21

94. e—1

7
95, — AL

9.6. a) 2—n(2)";b)n=10

n(N+1)
9.7, nt

N—-11n
9.8. N — = > 1, k

M+1

9.9. B(Y)=22[1—(1-p)M]; E[Z] = M + 12—
9.10. @) 5.5; b) 3.4

9.11. 4

9.12. N

9.13. a) n; b) 2t

2+p(1-p)
9.14. o p)

9.15. N +1
9.16. L2
9.17. 2
9.18. 3

9.19. 15
9.20. 22.22
9.21. 3

9.22. En los dos casos el nimero esperado de cajones que se abrirdn hasta encontrar
el documento es igual a 15.5.
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9.23. En el caso (a), el nimero esperado de cajones que se abrirdn hasta encontrar

: 182—T7lp - : 31443p
el documento es igual a 3 5, maentras que en el caso (b) es igual a 3 5y de

manera que la mejor estrategia es la indicada en (b).
9.24. @) 0.3012; b) 99.32

9.25. 0.761897

9.26. 0.1844

9.27. oy, (1= (1 —p)"*)

9.28. v/2me [1 — F(1)] = 0.65568

9.29. €

9.31.
9.32. 35
9.33. 1

n+1
9.34. nt]

s(n+1)
9.35. 2t

9.36. N [1+ L —(1—p)"]
0.37. 365 [1 - (424)"]

365
9.38. N(1+1+.--4+3)
9.40. a) $(a+0); b) p; ¢) 12

9.42. A una distancia igual a %1112 del origen.

9.43. BE(X) = IN; Var(X) = Y2

9.44. BE(X) =3(a+b) + 5(b—a); Var(X) = 55(b— a)® — 52 (b — a)?
9.45. E[|X +1|] =3; Var | X +1]] = 5

9.46. E[Y] =22 Var(Y) =35%
9.47. 299.67

9.48. 2

9.49. 4Var(X)+ 9Var(Y)

9.50. F [X] =1 Var(X) = 2.6397
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9.51. Var(X) = 2eGtam,

9.52. B [X"] = Sedn]

9.53. b) E[(X — p)"] = {

0 st m es impar
1-3:5---(n—1)0™ sin es par

9.55. La desigualdad de Chebyshev establece que a lo mds se rechazan 1 de cada 10
monedas balanceadas.

El teorema de de Moivre Laplace establece que se rechazan, aproximadamente, 16 de
cada 10,000 monedas balanceadas.

9.56. 0.31731

9.57. a) 12; b) es mayor o igual a 3; ¢) por lo menos 10
9.58. a) P[12 < X < 18] = 0.79951; b) P[12 < X < 18] >
9.59. a) n > 9604; b n > 50000

9.60. ®x(t) = teri—V

9.61. Oy (t) = LTIt

1
6

2N (2—¢)
0.62. By(t) = X SitAl
me X 1 sit=1
E[X] =3
3
9.63. dx(t) = v E[X]=3+1N
9.64. ox(t) = (tp+1—p)"; F[X] =np; Var(X) = np(1 — p)
9.65. 2
9.66. 395

36
9.67. fxiv(1) = & fxv(2) = & fxv(3) = &8 fxv(d) = 8 fxv(5) = &
fxv(6) = %;’ fxiv(7) = %

fX+Y(Z) =0 para z ¢ {172737475767 7}

et —1)? sit#0 Le~
R AN FORLICES b

9.73. 278



Tabla de la distribucién normal estandar

B(2) = = Jy e 2V dy

403

zZ

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319  .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714  .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 1103 1141
0.3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 .1406 1443 .1480  .1517
0.4 .1554 1591 1628 .1664 .1700 1736 1772 .1808 1844  .1879
0.5 1915 .1950 .1985 2019 .2054 .2088 2123 2157 2190 2224
0.6 .2258 2291 2324 2357 .2389 .2422 .2454 .2486 2518 .2549
0.7 .2580 2612 .2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 .3051 .3079 3106 .3133
0.9 3159 .3186 3212 .3238 .3264 .3289 3315 .3340 3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 3577 3599 3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 3729 .3749 3770 .3790 3810  .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 3997 4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 .4319
1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 .4406 4418 4430 4441
1.6 .4452 .4463 4474 .4485 .4495 .4505 4515 4525 4535  .4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 .4608 4616 4625 4633
1.8 4641 .4649 .4656 .4664 4671 4678 .4686 4693 4700  .4706
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4762 4767
2.0 4773 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817
2.1 4821 .4826 .4830 4834 .4838 4842 .4846 .4850 4854 4857
2.2 4861 .4865 .4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887  .4890
2.3 4893 4896 4898 4901 .4904 .4906 .4909 4911 4913 4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 4931 4932 4934 4936
2.5 .4938 .4940 4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 4951 .4952
2.6 4953 .4955 4956 4957 .4959 .4960 4961 4962 4963  .4964
2.7 .4965 .4966 4967 .4968 .4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 4974 4975 .4976 4977 4977 4978 4979 .4980 4980 4981
2.9 4981 4982 4983 4983 .4984 .4984 .4985 .4985 4986  .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 4990  .4990
3.1 .4990 4991 4991 4991 4992 4992 .4992 4992 4993 4993
3.2 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 .4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 4996  .4997
3.4 4997 .4997 .4997 .4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998
3.5 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 .4998
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 4999  .4999
3.7 4999 4999 .4999 .4999 .4999 4999 4999 4999 4999 .4999
3.8 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 .4999
3.9 .5000



